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B. G. Teubners Sammlung von Lehrbüchern 
auf dem Gebiete der Mathematischen Wissen- 
schaften mit Einschluß ihrer Anwendungen. 


Im Teubnerschen Verlage erscheint unter obigem Titel in 

zwangloser Folge eine längere Reihe von zusammenfassenden 

Werken über die wichtigsten Abschnitte der Mathematischen 
Wissenschaften mit Einschluß ihrer Anwendungen. 

Die anerkennende Beurteilung, die der Plan, sowie die bis jetzt 
erschienenen Aufsätze der Enzyklopädie der Mathematischen Wissen- 
schaften gefunden haben, die allseitige Zustimmung, die den von der 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung veranlaßten und herausgegebenen 
eingehenden Referaten über einzelne Abschnitte der Mathematik zu teil 
geworden ist, beweisen, wie sehr gerade jetzt, wo man die Resultate der 
wissenschaftlichen Arbeit eines Jahrhunderts zu überblicken bemüht ist, 
sich das Bedürfnis nach zusammenfassenden Darstellungen geltend macht, 
durch welche die mannigfachen Einzelforschungen auf den verschiedenen 
Gebieten mathematischen Wissens unter einheitlichen Gesichtspunkten 
geordnet und einem weiteren Kreise zugänglich gemacht werden. 

Die erwähnten Aufsätze der Enzyklopädie ebenso wie die Referate 
in den Jahresberichten der Deutschen Mathematiker-Vereinigung be- 
absichtigen in diesem Sinne in knapper, für eine rasche Orientierung 
bestimmter Form den gegenwärtigen Inhalt einer Disziplin an gesicherten 
Resultaten zu geben, wie auch durch sorgfältige Literaturangaben die 
historische Entwickelung der Methoden darzulegen. Darüber hinaus aber 
muß auf eine eingehende, mit Beweisen versehene Darstellung, wie sie 
zum selbständigen, von umfangreichen Quellenstudien unabhängigen Ein- 
dringen in die Disziplin erforderlich ist, verzichtet werden. Eine solche 
ausführliche Darlegung, die sich mehr in dem Charakter eines auf geschicht- 
lichen und literarischen Studien gegründeten Lehrbuches bewegt und neben 
den rein wissenschaftlichen auch pädagogische Interessen berücksichtigt, er- 
scheint aber bei der raschen Entwickelung und dem Umfang des zu einem 
großen Teil nur in Monographien niedergelegten Stoffes durchaus wichtig, 
zumal, im Vergleiche z. B. mit Frankreich, bei uns in Deutschland die 
mathematische Literatur an Lehrbüchern über spezielle Gebiete der 
mathematischen Forschung nicht allzu reich ist. 

Die Verlagsbuchhandlung B. G. Teubner gibt sich der Hoffnung 

hin, daß sich recht zahlreiche Mathematiker, Physiker und Astronomen, 
Geodäten und Techniker, sowohl des In- als des Auslandes, in deren 
Forschungsgebieten derartige Arbeiten {erwünscht sind, zur Mitarbeiter- 
schaft an dem Unternehmen entschließen möchten. Besonders nahe liegt 
die Beteiligung den Herren Mitarbeitern an der Enzyklopädie der Mathe- 
matischen Wissenschaften. Die umfangreichen literarischen und speziell 
fachlichen Studien, die für die Bearbeitung von Abschnitten der 
Enzyklopädie vorzunehmen waren, konnten in dem notwendig eng be- 
grenzten Rahmen nicht vollständig niedergelegt werden. Hier aber, bei 
den Werken der gegenwärtigen Sammlung, ist die Möglichkeit gegeben 
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den Stoff freier zu gestalten und die individuelle Auffassung und Richtung 


' des einzelnen Bearbeiters in höherem Maße zur Geltung zu bringen. 
| Doch ist, wie gesagt, jede Arbeit, die sich dem Plane der Sammlung 
einfügen läßt, im gleichen Maße willkommen. 

Bisher haben die folgenden Gelehrten ihre geschätzte Mitwirkung zugesagt, 
während erfreulicherweise stetig neue Anerbieten zur Mitarbeit an der Sammlung 
einlaufen, worüber in meinen „Mitteilungen“ fortlaufend berichtet wird (die be- 
reits erschienenen Bände sind mit zwei **, die unter der Presse befindlichen mit 
einem * bezeichnet): Б 


** P, Bachmann, niedere Zahlentheoriel. (Band X 1 der Sammlung.) M. 14. — 
Ж“ E, Blaschke, Vorlesungen über mathem. Statistik. (Band XXIII.) 4.7.40. 
M. Böcher, über die reellen Lösungen der gewöhnlichen linearen 
, Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 
H. Broecker, Versicherungsmathematik. 
ZC. Bruns, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmaßlehre. 
(Band ХҮП.) AM 8.40. 
#0. H. Bryan, Thermodynamics. An introductory treatise dealing mainly 
wich first principles and their direct applications. [In englischer Sprache.] 
(Band XXI.) Æ 7.— 
G. Castelnuovo und Е. Enriques, Theorie der algebraischen Flächen. 
** E, Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf Fehler- 
ausgleichung, Statistik u. Lebensversicherung. (Band ІХ.) M 24. — 
M. Dehn und Р. Heegaard, Lehrbuch der Analysis situs. 
**Т„ Е, Dickson, Linear Groups with an exposition of the Galois Field 
theory. [In englischer Sprache.) (Band VL) M. 12.— 
F. Dingeldey, Kegelschnitte und Kegelschnittsysteme. 
— Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential- 
und Integralrechnung. 
G. Eneström (in Verbindung mit anderen Gelehrten), Handbuch der 
Geschichte der Mathematik. 
F. Engel u. G. Kowalewski, Einführung in die Theorie der Trans- 
F. Enriques, Prinzipien der Geometrie. [formationsgruppen. 
PO, Fischer, theoretische Grundlagen für eine Mechanik der lebenden 
Körper. (Band ХХИ.) Ж 14.— 
R. Fuöter, komplexe Multiplikation. 
Ph. Furtwängler, die Mechanik der einfachsten physikalischen Apparate. 
TP A, Gleichen, Lehrbuch der geometrischen Optik. (Band УШ.) Ж 20.— 
M. Grübler, Lehrbuch der hydraulischen Motoren. 
J. Harkness, elliptische Funktionen. 
L. Henneberg, Lehrbuch der gr ët atik 
K. Heun, die kinetischen Probleme der modernen М inenlebre. 
G. Jung, Geometrie der Massen. 
G. Kohn, rationale Kurven. 
** A. Krazer, Lehrbuch der Thetaffokfowen, (Band XH.) M 24.— 
H. Lamb, Akustik. 
ЖЕҢ, Lamb, Lehrbuch der Hydrodynamik. (Band XXVI) M 20.— 
*Ң. v. Lilienthal, Diferentialgeometrie. 
Н. A, Lorentz, on the theory of Electrons and its application to the 
phenomena of Light and Radiant Heat. а englischer Sprache.) 
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#0. Loria, spezielle, algebraische und transzendente Kurven der Ebene. 
Theorie und Geschichte. (Band V.) A 28.— 


D Vorlesungen über darstell. Geometriel. (BandXXV,1.).# 6.80. 
#* A, E.H. Love, Lehrb. d. Elastizität. Deutsch von A.Timpe. (Band XXIV.) 
Lehrbuch der Hydrodynamik. [Ж 16.— 


A. Loewy, Vorlesungen über die Theorie der linearen Substitutionsgruppen. 
R. Mehmke, Vorlesungen über Vektoren- und Punktrechnung. 
über graphisches Rechnen und über Rechenmaschinen. 
W. Meyerhoffer, die mathematischen Grundlagen der Chemie. 
"FR Netto, Lehrbuch der Kombinatorik. (Band УП) M. 9.— 
ЖЖ ww, F, Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie I. (Band ХХ.) æ 15.60. 
E. Ovazza, aus dem Gebiete der Mechanik. 
PIR Pascal, Determinanten. Theorie u. Anwendungen. (Band Ш.) A 10.— 
S. Pincherle, Funktional-Gleichungen und -Operationen. 
TP Pockels, Lehrbuch der Kristalloptik. (Band ХІХ.) M 16.— 
A. Pringsheim, Vorlesungen über Zahlen- und Funktionenlehre. 
С. Segre, Vorlesungen über algebraische Geometrie, mit besonderer 
Berücksichtigung der mehrdimensionalen Räume. 
**D, Seliwanoff, Differenzenrechnung. (Band ХШ.) Ж 4.— 
P. Stäckel, Lehrbuch der allgemeinen Dynamik. 
Differentialgeometrie höherer Mannigfaltigkeiten. 
ZO. Staude, analytische Geometrie des Punktes, der geraden Linie und 
дег Ebene, (Band XVI) M 14.— 
-‚Rlächen und Flächensysteme zweiter Ordnung. 
20. Stolz u. J. А. Gmeiner, theoretische Arithmetik. (Band IV.) A 10.60. 
Einleitung in die Funktionentheorie. (Band ХІУ.) 
R. Sturm, Theorie der geometrischen Verwandtschaften. [4 15. — 
die kubische Raumkurve. 
*H. E. Timerding, Geometrie der Kräfte. 
K. Th. Vahlen, Geschichte des Fundamentalsatzes der Algebra. 
————— Geschichte des Sturmschen Satzes. 
A. Voss, Prinzipien der rationellen Mechanik. 
Abbildung und Abwicklung der krummen Flächen. 
** J.G.Wallentin, Einleitung in die Elektrizitätslehre. (Bd. XV.) 4 12.— 
ЖЖ Е. v. Weber, Vorlesungen über das Pfaffsche Problem und die Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen 1.Ordnung. (Ва. П.) M 24.— 
ZA. G. Webster, the Dynamics of Particles, of rigid, elastic, and fluid Bodies. 
[In engl. Sprache.] (Band XI.) M. 14.—- [репівсһе Ausgabe in Vorbereitung.] 


Partial Differential Equations of Mathematical Physics. 
[In englischer Sprache.] 
PR J. Wilozynski, Projektive Differential Geometry of Curves and 


Ruled Surfaces. (їп englischer Sprache] (Band ХҮШ.) M 10.— 
A. Wiman, endliche Gruppen linearer Transformationen. 
W. Wirtinger, algebraische Funktionen und ihre Integrale. 
partielle Differentialgleichungen. 
H. G. Zeuthen, die abzählenden Methoden der Geometrie. 


WE: Nähere Angaben über obige Werke befinden sich іп meinem mathematischen 


Katalog, den ich zu verlangen bitte. 
Leipzig, Poststr. 3. B. G. Teubner. 
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Vorwort. 


Die Vorlesungen über Kurventheorie, die ich hiermit der Öffentlichkeit 
übergebe, verfolgen nicht die Absicht, eine vollständige Darlegung aller 
Aufgaben und Entwickelungen zu bieten, die im Anschluß an die Elemente 
dieser Theorie gestellt und durchgeführt sind; sie sollen vielmehr haupt- 
sächlich eine einheitliche Mitteilung der Begriffe und Methoden enthalten, 
die in den weiteren Vorlesungen über Flächentheorie zur Anwendung 
kommen, wobei aber auf die Behandlung wichtiger und zum Teil neuer 
Einzelheiten nicht verzichtet wurde. Die geometrischen Fragestellungen 
sind in den Vordergrund gerückt und in der zu ihrer Lösung angewandten 
analytischen Methode ist nach möglichster Strenge gestrebt worden. An 
die Seite der geometrischen Fragestellungen sind die kinematischen getreten, 
die bereits bei den Scharen von Kurven in einer Ebene ihre Fruchtbarkeit 
erweisen, aber besonders bei den Kurven im Raume zu bemerkenswerten 
Ergebnissen führen, deren Umfang durch die hier gebotene Darstellung 
noch bei weitem nicht erschöpft ist. 

Es war ursprünglich meine Absicht, den einzelnen Kapiteln meiner 
Vorlesungen historische Skizzen beizufügen; doch erwies sich dies nament- 
lich im Anfang unausführbar. Mit der bloßen Anführung älterer histo- 
rischer Tatsachen ist wenig geleistet, die Schilderung der früheren An- 
schauungen und Methoden aber erfordert Raum und bildet eine Aufgabe 
für sich. Bei neueren Problemen ist die Literatur nach Möglichkeit mit- 
geteilt. 

Das Kennzeichnende der im folgenden gebotenen Entwickelungen liegt 
in der gänzlichen Vermeidung des Unendlichkleinen und in der ausschließ- 
lichen Benutzung von Grenzübergängen, die bei den gemachten Voraus- 
setzungen auf Grund elementarer Sätze über Potenzreihen möglich werden. 
Damit verbot es sich von selbst, die sogenannten Berührungen verschiedener 
Ordnungen als ein Mittel zur Erforschung der Krümmungsverhältnisse 
einer Kurve zu gebrauchen. — In der Anwendung der analytischen 
Methode sind nur die einfachsten Hilfsmittel der analytischen Geometrie 
benutzt. Um hier formale Weitläufigkeiten zu vermeiden, ist einerseits, 
wenn drei sich auf die Koordinatenachsen beziehende Gleichungen auftreten, 
meistens nur die erste hingeschrieben, und anderseits ist von dem Summen- 
zeichen & reichlich Gebrauch gemacht worden, wobei hinter das Zeichen > 
nur das erste Glied der gemeinten Summe gesetzt ist. Diese Bezeichnungs- 
weise ist leicht verständlich und bedarf keiner besonderen Erklärung, wie die 
Vektoranalysis, die für die Mechanik ein weit natürlicheres Hilfsmittel ist, 
wie für die Geometrie. 
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IN Vorwort. 


In der Differentialgeometrie ist eine glückliche Fragestellung, die zu 
einer Erweiterung unseres anschaulichen Erkennens und zur Vermehrung 
der Mittel führt, mit denen wir die Mannigfaltigkeit der Erscheinungsformen 
zu beherrschen vermögen, die Hauptsache. Aber eine Frage ist hier erst 
vollständig beantwortet, wenn die analytische Lösung nach allen Seiten 
hin geometrisch durchleuchtet ist und anschauliche Form gewonnen hat. 
Dabei ist ein beständiges Zurückgreifen auf die grundlegenden Frage- 
stellungen unvermeidlich. Wenn ich daher der Tangente, dem Krümmungs- 
mittelpunkt, der Berührenden, der Einhüllenden usw. eingehende Erörte- 
rungen widme, so bedenke man, daß es mit den Grundbegriffen einer 
Wissenschaft geht, wie mit dem Frühling, hier wird es immer noch etwas 
zu singen, dort noch etwas zu sagen geben. 


R. von Lilienthal. 
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ERSTER TEIL. 


EBENE KURVEN. 


I. Die einzelne Kurve, 


85 1. Die Tangente. 


Es gibt zwei Grundbegriffe, zu denen die Betrachtung der Krüm- 
mung ebener Kurven geführt hat, nämlich den Begriff der Tan- 
gente und den des Krümmungsmittelpunkts. Um den ersteren 
zu entwickeln, betrachten wir einen sich nirgends durchschneidenden, 
stetigen und ganz im Endlichen gelegenen Kurvenzug und beziehen 
die Punkte desselben auf ein rechtwinkliges Koordinatenkreuz, das der 
z- und y-Achse. Wir legen ferner auf der Kurve eine Richtung fest, 
so daß es zu jedem, nicht mit einem Endpunkt des Kurvenzugs 
zusammenfallenden, Punkte der Kurve auf ihr vorwärts und rück- 
wärts gelegene Punkte gibt. Es seien nun z, у und æ + 12, 
у + Ау die Koordinaten zweier Punkte des Kurvenzugs, von denen 
der erste nicht mit einem Endpunkte des Zugs zusammenfällt. Die 
Halbgerade, die von dem ersten Punkte ausgehend den zweiten trifft, 
bilde mit der positiven x-Achse den Winkel «, Dann ist: 


EE А Ay 


EEN ВШ) EE 
үахї+ ду V4ar+ ду? 
wo die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. 

Nähert sich die Halbgerade, wenn sich der zweite Punkt auf 
derselben Seite des ersten bleibend dem ersten nähert, einer bestimmten 
Grenzlage, so nennen wir sie in dieser Grenzlage eine Halbtangente 
der Kurve. Da nun der zweite Punkt hinsichtlich des ersten sowohl 
ein nach vorwärts wie nach rückwärts gelegener Punkt sein kann, 
so wird entweder gar keine Grenzlage auftreten, oder nur eine, oder 
es werden zwei vorhanden sein. Im letzten Falle können sie einen 
Winkel < x, =x, oder = 0 miteinander bilden. 

Es gibt nun eine weitumfassende Voraussetzung, unter der sich 
die fraglichen Grenzlagen bestimmen lassen, nämlich die folgende. 


v.Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 1 


сов œ = 
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2 Erster Teil. Ebene Kurven. 


Die Koordinaten x und y sollen endliche und stetige Funktionen einer 
Veränderlichen ? sein, 


2-0), у=һ@Ф@, 
von der Art, daß 1. jedem Wert von € innerhalb des Intervalls i,...£, 
nur ein Punkt der Kurve entspricht, 2. daß zwei verschiedenen Werten 
von { innerhalb des fraglichen Intervalls auch zwei verschiedene 
Kurvenpunkte entsprechen, 3. daß für jeden innerhalb des Intervalls 
liegenden Wert von £ die Ausdrücke ү, (? + 210), f(t + 20) sich in 
gewöhnliche, also nach ganzen, positiven Potenzen von It fort- 
schreitende, Potenzreihen entwickeln lassen, die für ein absolut ge- 
nommen hinreichend kleines ft konvergieren. Denken wir uns die 
Werte von £ durch die Punkte einer geraden Strecke versinnbildet, 
so besagt die Bedingung 1., daß diese Strecke eindeutig auf das 
Kurvenstück abgebildet ist, und die Bedingung 2. besagt, daß auch 
umgekehrt das Kurvenstück eindeutig auf die gerade Strecke ab- 
gebildet ist. Infolge dieser gegenseitig eindeutigen Abbildung ent- 
spricht einem wachsenden ¢ nur eine Fortschreitungsrichtung auf der 
Kurve, einem abnehmenden ? die ihr entgegengesetzte. Die Potenz- 


reihen: ОТ; 1.0 
Дх =5 i 1.0021", ду -D,h dA 


fangen im allgemeinen mit der ersten Potenz von 4t an; denn wäre 
längs eines Stückes der i-Geraden GO) und CO" gleich Null, so 
entspräche dem Stück ein Punkt, nicht ein Kurvenstück. Die Punkte, 
für die fı'(2) und ў (0) gleichzeitig verschwinden, können daher nur 
vereinzelt auftreten, so daß sich in hinreichend kleiner Umgebung 
jedes einzelnen von ihnen kein weiterer solcher Punkt befindet. 

Wir nennen einen Punkt der betrachteten Kurve, für den CO) 
und f(t) nicht gleichzeitig verschwinden, einen gewöhnlichen 
Punkt der Abbildung des Kurvenstücks auf die t-Gerade oder 
kurz einen gewöhnlichen Punkt der Abbildung. Die übrigen 
Punkte seien außergewöhnliche Punkte der Abbildung genannt. 

Die Ausdrucksweise Punkt der Abbildung soll anzeigen, daß 
das unter Umständen auftretende Außergewöhnliche in der Be- 
schaffenheit der Abbildung seinen Grund haben kann und nicht not- 
wendig auch etwas geometrisch Außergewöhnliches anzuzeigen 
braucht. Es wird geradezu unsere Aufgabe sein, zu ermitteln, unter 
welchen Bedingungen ein außergewöhnlicher Punkt der Ab- 
bildung auch ein geometrisch außergewöhnlicher Punkt der 
Kurve ist. 

Um die Grenzwerte von cos o, und sin о, in allen Fällen leicht 
aufzufinden, bezeichnen wir mit > den kleinsten Wert von m; für den 


(m) (m) 
die Ableitungen f,(t) und /,(t) nicht gleichzeitig verschwinden. Ferner 
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sei & gleich + 1 oder — 1, je nachdem der Zuwachs 4t von £ positiv 
oder negativ ist. 

1. Halbtangente, Spitze. Infolge der Festsetzung über die 
Zahl v ist: 


а 1 (+n) ven ET. m) 1 (+n) vn 
42 етай Dart, eeh erh OAR 
п==0 п==0 


Eine obere Grenze von n ist hier nicht angebbar, da die fraglichen 
Summen sowohl aus endlich vielen Summanden zusammengesetzt sein 
als auch unendliche Reihen darstellen können. 


Jetzt wird: 
(> ря ) tn 
Damit ' 


п==0 
v+n 
Darm шт ® 


VI H "art | й 


Die Potenzreihe unter dem Wurzelzeichen beginnt mit dem Gliede: 


= (O+ 00) ле". 


Da die Wurzel positiv ist, darf nur der absolute Betrag von 4t” 
d.h et, aus der Wurzel herausgesetzt werden. Nehmen wir noch: 


“(= | (0% вч» 


wo das Zeichen y, wie stets im folgenden, den positiven Wert der 
Wurzel bedeuten soll, so erhalten wir: 


сов & = 


Р ИЛО 
KE Tun’ 

und entsprechend: 
Lim sin q = * Gm. 
(dt=0) w,() 

Unsere Voraussetzung über die Funktionen f,(t) und f(t) schließt 
hiernach den Fall, daß sich die beiden von einem Punkt ausgehenden 
Halbtangenten unter einem von Null und x verschiedenen Winkel 
schneiden, aus. 

Ist v ungerade, so erhalten wir, je nachdem 4? als positiv oder 
negativ angesehen wird, zwei nach entgegengesetzten Richtungen hin 
vom Kurvenpunkt ausgehende Halbtangenten, die zusammen die 
Tangente der Kurve bilden. Ist v gerade, so gibt es, gleichviel auf 
welcher Seite des Kurvenpunkts man sich ihm nähert, nur eine 
Halbtangente. Dieser letzte Fall bildet eine geometrische Besonderheit. 
Ein Punkt, in dem dieser Fall eintritt, soll eine Spitze der Kurve 
genannt werden. 


1* 
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2. Positive Halbtangente, positive Halbnormale, Wende- 
tangente, Hellebardenspitze, Schnabelspitze. Als positive Halb- 
tangente in einem Punkt der Kurve bezeichnen wir diejenige, die einem 
wachsenden ¿ entspricht. Hier ist also während des Grenzübergangs 
At beständig positiv, г beständig gleich Eins. Den Winkel, den die 
positive Halbtangente mit der positiven x-Achse bildet, nennen wir «. 
Dann folgt: 

EIN Fo Ал ГАДО 


COS CG = H sın & ss Sie 
w,(t) w,(t) 


Als eine Normale der Kurve pflegt man eine Gerade zu bezeichnen, 
welche auf einer Tangente im Berührungspunkt senkrecht steht. Um 
in der Normalen zwei Halbnormalen festzulegen, verstehen wir unter 
positiver Drehung der Ebene um einen Punkt eine solche, deren 


Richtung der Richtung derjenigen Drehung von der Größe 5 parallel 


ist, welche die positive x-Achse in die positive y-Achse überführt. 
Als positive Halbnormale soll diejenige betrachtet werden, die 
aus der positiven Halbtangente durch eine positive Drehung der 


Ebene von der Größe Ž um den Berührungspunkt der Tangente er- 
2 > A E 


halten wird. Alle Punkte der Ebene, die mit denen der positiven 
Halbnormale auf derselben Seite der Tangente liegen, sollen als auf 
der positiven Seite der Tangente liegend angesehen werden. 
Ebenso sollen alle Punkte der Ebene, die mit denen der positiven 
Halbtangente auf derselben Seite der Normalen liegen, als auf der 
positiven Seite der Normalen liegend angesehen werden. 

Es ist naturgemäß, die Punkte der Umgebung eines Kurven- 
punkts auf das zu diesem gehörende Kreuz der Tangente und Normale 
zu beziehen. Setzen wir: 


(E — x) соза + (у — u) sin а = u 
— (Ё — x) sin а + ( — y) сова = v, 


so bedeutet u die positiv oder negativ genommene Maßzahl des senk- 
rechten Abstandes des Punktes (£, у) von der Normalen, je nachdem 
der Punkt auf der positiven oder negativen Seite der Normalen liegt; 
es bedeutet v die positiv oder negativ genommene Maßzahl des senk- 
rechten Abstandes des Punktes (&, ņ) von der Tangente, je nachdem 
der Punkt auf der positiven oder negativen Seite der Tangente liegt. 

Wir erhalten die dem Werte ї +271 entsprechenden Werte von 
u und v, wenn wir in den vorigen Gleichungen statt E und 7 setzen 
x2+4x und у +4y. Bedeutet A den kleinsten Wert von n, für den 
die Determinante ‚(A zs) — TO" (0) nicht verschwindet, 
so ergibt sich: 
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1 
и = 27% AP + 561 


i (0 ab: Ше CHAE К 

Wir nehmen пип den absoluten Betrag von 4t so klein, daß die 
Reihen für w und v das Vorzeichen ihres ersten Gliedes erhalten. 
Dann wird die Zahl u, wenn At von negativen Werten zu positiven 
übergeht, ihr Vorzeichen wechseln oder nicht, je nachdem v ungerade 
oder gerade ist. Im ersten Fall schneidet die Kurve im betrachteten 
Punkt ihre Normale, im zweiten berührt sie dieselbe, und es liegt 
eine Spitze vor. Diese Definition einer Spitze dürfte zuerst von 
G. Peano gegeben sein. (Applieazioni geometriche del calcolo infinitesi- 
male, Torino, 1887, S. 62.) 

Die Zahl v wechselt, wenn 2 vom Negativen zum Positiven 
übergeht, ihr Vorzeichen, oder sie behält es bei, je nachdem v + å 
ungerade oder gerade ist. Im ersten Falle schneidet die Kurve ihre 
Tangente in dem betrachteten Punkt, im zweiten liegt sie in hin- 
reichender Nähe des betrachteten Punktes auf ein und derselben Seite 
der Tangente. Ist v ungerade und A ungerade, so sagen wir, daB 
die Kurve an der betrachteten Stelle eine gewöhnliche Tangente 
besitze; ist v ungerade, A gerade, so nennen wir die betreffende 
Tangente eine Wendetangente; ist v gerade, so soll die entsprechende 
Spitze eine Hellebardenspitze heißen, wenn 4 ungerade ist, aber 
eine Schnabelspitze, wenn A gerade ist. Diese Benennungen sind 
anschaulicher wie die älteren: Spitze erster Art für Hellebarden- 
spitze, Spitze zweiter Art für Schnabelspitze. 

Von besonderer Wichtigkeit ist nun die Beantwortung der Frage, 
wie sich die Zahlen » und A ändern, wenn man statt Ё eine neue 
Veränderliche einführt. Es sei £= ф(т) und: 


Pr = р) да+ PE 
OI = ф,(т), falt) = Ф (т). 


Damit unsere allgemeinen Forderungen für die Darstellung der 
Koordinaten x und y durch eine Veränderliche erfüllt bleiben, müssen 
sich bei absolut genommen hinreichend kleinem Ar für At sowohl 
positive wie negative Werte ergeben, da wir ја ? als innerhalb des 
Intervalls ż ... #, befindlich, nicht mit einer Grenze LG oder t zusammen- 
fallend, betrachtet haben. Daher muß’ u eine positive, ungerade 
ganze Zahl sein. Es wird: 


1 1 v 
Ay, (т) == hr С фо (o At’... 
1 , 1 ET. 
Ay) = hm”) E (о) Ат. 
An die Stelle der Zahl v tritt also die Zahl uv. 
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Um die Zahl zu finden, welche an die Stelle von A tritt, be- 
rücksichtigen wir, daß aus dem Verschwinden der Determinanten: 
KORET — ROCH (п =1,2,...5—1) 
die Darstellungen folgen: 
Со u, per =Юү?, 
Cape к. CS en 


ung" F азар d? 


Daher ist: 
d art! EH 
La heen tagpo 
2 Krane: 
+ уйе +9 4P+ 
Ersetzen wir nun 2 durch die angenommene Entwicklung nach 
Potenzen von Ar, so folgen Darstellungen von der Form: 
Ф, (т +47) == Site Art Сн DÉI -) + fer tr, Arr t4 .. WI 
Ф, (т +472) == Б (в Ате + er 55 Э! + ГСТУ ав Е 55 A 
in denen die Zahlen o und 4, von Null verschieden sind. 
Ist nun % eine Zahl <uA, so hat man: 
(ur +k) Ok k) 
Ф v Si v 
wett = 90, urpi Th 
Es verschwindet somit die Determinante: 


p,“ Dp USECH, P Kl Ma +, 


Ist aber k = uA, so hat man: 


p,“ v+ u’) o) (+94 p“ v+ ui) 
Re er ыд, eet 


somit ist die Determinante: 
elen рунун) 


von Null verschieden, und an die Stelle der Zahl A tritt die Zahl vi 
Da u ungerade, so sind die Zahlen uv und pi mit v und A gleich- 
zeitig gerade oder ungerade; unsere Kennzeichen für eine gewöhnliche 
Tangente, eine Wendetangente, oder eine Art von Spitzen bleiben also 
erhalten. 

Im allgemeinen, d.h. nach Ausschluß getrennt liegender 
Punkte, ist v= 1 und 4 =1, wenn wir es mit einer krummen 
und nicht mit einer geraden Linie zu tun haben. An- 
genommen nämlich, es wäre innerhalb des Intervalle i,...t, längs 


= Bien + ROHA 
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einer Strecke beständig fi fs — fef! gleich Null. Dann bestimmen 
wir innerhalb dieser Strecke eine zweite derartig, daß für keinen ihrer 
Punkte f,' oder Cl verschwindet. Längs der zweiten Strecke ist: 


woraus sich durch Integration ў, = сў, und damit у = сх + c, ergibt. 
Unsere Voraussetzung kann daher nur längs einer geraden Linie 
erfüllt sein. 

3. Zyklische Abbildung der Tangenten. Um die Richtungs- 
änderungen der positiven Halbtangenten zu veranschaulichen, zieht man 
in einem Kreise, den man am einfachsten mit dem Halbmesser Eins 
um den Koordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt legt, lauter Halb- 
messer, die den positiven Halbtangenten der Kurve parallel sind. Der 
Halbmesser, welcher der im Kurvenpunkt Р berührenden positiven 
Halbtangente parallel ist, endige im Punkte 0. Der Winkel e, den 
дег fragliche Halbmesser mit der positiven x-Achse bildet, werde, 
als Funktion von £ betrachtet, mit et) bezeichnet. Wir beschränken 
nun die Werte #-+1t auf ein so kleines Intervall, daß in ihm mit 
Ausnahme des dem Werte t selbst (4t = 0) entsprechenden Punktes 
nur gewöhnliche Punkte der Abbildung liegen. Dann ist: 


сов et + = 040, net + 20) КЕЛ, 


ш, (+29, w, (+ 20) 
Aber: 
fi (t +1) = Dora Léi gel OËTA Ha, 
Ara Ba A 
2"—1 (0) 
w(t +40) == an Ek 
folglich: 


ae; cos (t -Е АЁ) = 8’!cosa(t), Lim sin a(t +48) = &”— sin a(t). 
41=0) (4t=0) 

Bei ungeradem v ist somit der Winkel œ stetig an der Stelle 
At = 0, bei geradem v aber macht er einen Sprung von der Größe л. 
Der Punkt Q beschreibt, wenn It vom Negativen zum Positiven über- 
geht, bei ungeradem v einen Kreisbogen; bei geradem v nähert er 
sich einem Grenzpunkt ©, und springt dann in den diametral gegen- 
überliegenden Punkt Q, über. Wir fragen nun, ob die Bewegung des 
Punktes Q bei negativem 4t in demselben Sinne oder in dem entgegen- 
gesetzten Sinne erfolgt, wie bei positivem 4t, mit anderen Worten, 
ob der Winkel e beständig zu- oder abnimmt, oder ob er vom Zu- 
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nehmen oder Abnehmen zum Abnehmen oder Zunehmen übergeht, 
wenn 4i die Null durchschreitet. Zur Entscheidung dieser Frage 
bilden wir die Ableitung des Ausdrucks: 


a(t +4) = arctg aira 


nach 4t und erhalten: 


dat +4 _'@%+40,"@+40—,@+4®90һҺ"@+ 40. 
ddt h' +40 +h (t+ A0? 

Die Entwicklung des hier auftretenden Zählers beginnt 
mit der 2v + 2 — 3t°» Potenz von At, und dies ist ein Satz, 
der für unsere EE EH eine Ee Bedeutung 
besitzt. 

Verstehen wir unter 1 Dei ү die Eins, unter —— 
auch für v = 1: 


7—1 v 
70+ 4%) "les ФА... 


т. En die Null, so ist stets, 
art}? 
Ж 
tage АТ; 


д *—% 
а) 


+4) = "les ааа E ае 


a 


F e+D ar ++ ..., 


EN 
wo u eine der Zahlen 1, 2 bedeuten soll. 
Somit: 
KE +HAIÐR +AA — RHAIADR" G + At) 
D 2 D D 1 1 v 
= (FOCHI - OF a E" +2—34.... 


= Fr pet? — оро) A+ +. 


wir erhalten daher: 


det Lan (улуп KA lebt ,_ 
ar 7 ES а ут) = ffe A 


Nimmt man den absoluten Wert von 4t so klein, daß diese Ent- 
wicklung das Vorzeichen ihres ersten Gliedes besitzt, so ändert die 
links stehende Ableitung, wenn 4t die Null durchschreitet, ihr Vor- 
zeichen, oder sie behält es bei, je nachdem A gerade oder ungerade 
ist. Falls ORCHI — KORIT? positiv ist, nimmt bei geradem A 
und wachsendem negativem 4? der Winkel e ab, bei geradem A und 
wachsendem positivem At nimmt er zu, ebenso bei ungeradem A und 
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wachsendem At. Falls APA — "ft negativ ist, nimmt bei 
geradem A und wachsendem negativem 28 der Winkel e zu, bei ge- 
radem A und wachsendem positivem At nimmt er ab, ebenso bei 
ungeradem A und wachsendem At. 

Für ein ungerades v, d.h. für ein an der Stelle 4t = О stetiges o 
folgt aus der vorigen Entwicklung, daß die erste an der Stelle £ nicht 
verschwindende Ableitung von с (#) nach ? die Ai ist, da: 


u u 
d” a(t) BEE d'et Lan 
dt" ` Greg dat“ 


Bei ungeradem v besitzt also ап der Stelle £ der Winkel «œ ein 
Maximum oder Minimum, wenn A gerade, sonst nicht. 

Wir können jetzt die oben betrachteten Fälle mit Hilfe des 
Winkels œ folgendermaßen kennzeichnen: 

1. An einem Punkte mit einer gewöhnlichen Tangente ist der 
Winkel а stetig und nimmt vor und nach der Stelle entweder zu 
oder ab. 

2. An einem Punkt mit einer Wendetangente ist der Winkel « 
stetig; er geht in ihm entweder vom Wachsen zum Abnehmen, oder 
vom Abnehmen zum Wachsen über. 

3. An einer Hellebardenspitze macht der Winkel с einen Sprung 
von der Größe x und nimmt vor und nach der Stelle entweder zu 
oder ab. 

4. An einer Schnabelspitze macht der Winkel с einen Sprung von 
der Größe л; er geht in ihr entweder vom Wachsen zum Abnehmen, 
oder vom Abnehmen zum Wachsen über. 


5 2. Der Krümmungsmittelpunkt. 


Zu dem Wert € gehöre ein gewöhnlicher oder außergewöhnlicher 
Punkt der Abbildung. Den hinreichend wenig von ¢ verschiedenen 
Zahlen £+ 21+ entsprechen gewöhnliche Punkte der Abbildung. Die 
zu і gehörende Kurvernormale hat die Gleichungen: 


Е =x — h sin g(t), n = у +h соз e(t), 
die zu # + At gehörende Normale hat die Gleichungen: 
g =g + Ла — М sin a(t A0, qn =y + dy +F cos alt + At); 


der dem Schnittpunkt beider Normalen entsprechende Wert von № ist 
bestimmt durch die Gleichung: 


Ka 20с080(#+ 21) + Aysina(t+ АЁ) Ў 
l= сова (увїп с F At) — sinal)eose(lt+ At) 
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Hier ist: 2 e 
cos a(t) =, Kë, sin «(t) = 2-9, 
s) @- дї 
ta, inner mt 


Daher: 
vlw — 1) Eat CM De Fe 
e › 
Stan ji О КОСЕ OTAG Oseti- ЫР. 


wo v und 4 dieselbe Bedeutung wie im vorigen Paragraphen besitzen. 
Ist v = 4, so erhält А für 277 = 0 einen endlichen bestimmten 
Grenzwert, der о genannt werden soll. Im allgemeinen ist v=4=1 und: 
0, (0° 
det ALE стару 
aber für v = 4 > 1 ist: 


(2v — 1)! w,(t)® 
vii ООО — Hirer Sie) 


Der letzte Fall kann an einem Punkt mit gewöhnlicher Tangente 
eintreten (v ungerade), oder an einer Schnabelspitze (v gerade). 

Ist и <A, во wird für Ais 0 der absolute Betrag von A 
unendlich groß. Für ein gerades A — v erhalten wir einen einzigen 
unendlich großen Grenzwert von k. Tritt dieser Fall an einem Punkte 
mit einer gewöhnlichen Tangente ein, so liegt eine weitere geometrische 
Besonderheit vor. Die betreffende Tangente soll stationäre Tangente 
genannt werden. Im übrigen kann der betrachtete Fall nur an einer 
Schnabelspitze auftreten. Für ein ungerades A — v erhalten wir für 
dt =Q, je nachdem die Annäherung an den betrachteten Punkt auf 
der einen oder anderen Seite erfolgt, einen positiv unendlichen oder 
einen negativ unendlichen Grenzwert von A Dieser Fall tritt ent- 
weder an einem Punkt mit einer Wendetangente oder an einer 
Hellebardenspitze auf. 

Ist v >å, so ist der Grenzwert von h für 4t = 0 gleich Null. 
Dieser Fall kann an einem gewöhnlichen Punkt der Abbildung nicht 
auftreten. Tritt er für einen Punkt mit einer gewöhnlichen Tangente 
ein, so liegt eine geometrische Besonderheit vor, für die es an einer 
passenden Bezeichnung fehlen dürfte. 

Durch die vorstehende Betrachtung sind die außergewöhnlichen 
Punkte der Abbildung geometrisch gekennzeichnet mit Ausnahme des 
Falles v ungerade und gleich A, der später im $ 8 3.31 seine Er- 
ledigung finden wird. 

Wir nennen den Endpunkt von o den zum betrachteten 
Kurvenpunkt gehörenden Krümmungsmittelpunkt der Kurve 


== 
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und erhalten, wenn wir seine Koordinaten mit x,, у, bezeichnen, im 


allgemeinen: 
н , AORO) O 
og Cé" 
(OHR ON O 
МДА ТАЙ ЕЕ АЗАД 
Die obigen Ergebnisse müssen sich auch dadurch finden lassen, 
daß wir die Ausdrücke von z und y, für eine Stelle 2+ 4t bilden, 


der ein gewöhnlicher Punkt der Abbildung entspricht, und dann mit 
At zur Null übergehen bei beliebig gewähltem £ Wir haben: 


+ 20% EHAN) h @+ 20) 
һ'@{ айһ"@+ 20 – 0+ AHA @+ AN" 


(ACHAN HA @+ а®з\т,'@+ 4® 
#ш+ в = Һ@ + 40) + GEAR EFAN AEF AORT EFAN 


Auf Grund der in $ 1 5. 8 gegebenen Entwicklungen folgt: 


ETAO AS O 
zu+y9 = hlt+ 4t)— u, Me 


2 = 


дел = dE + Al) – 


+ 
ао ЛУ, а 


he+ 4y = fat + 20) + 100 — 1)! (0— 1)!14,, 


wenn: 


AR, 


WI NGERA) Di OEA 
йы = HOT UI — AUFRUFE 
Die Grenzlage des betrachteten Punktes für 4t = 0 fällt also 
in die Kurve, wenn v > A; sie besitzt die Koordinaten: 


(Ge —1)1 ш,(%)*/„)@) 
@-—1)!v!d,, 


COES NTA OH ALO) 
= 7 TEDT JRA 


EE 


3 


wenn и = 4; für v <A erhalten wir eine unendlich ferne Grenzlage, 
oder zwei nach entgegengesetzten Richtungen hin unendlich ferne 
Grenzlagen, je nachdem A — v gerade oder ungerade ist, alles dies 
in Übereinstimmung mit den vorigen Ergebnissen. 


$ 3. Der Drehungsmittelpunkt. 


Bringen wir eine in einer bestimmten Ebene gedachte Strecke 
irgendwie in eine neue, derselben Ebene angehörende Lage, so kann 
die Überführung stets durch eine Drehung der Ebene um einen ihrer 
Punkte bewerkstelligt werden, vorausgesetzt, daß die zweite Lage der 
ersten nicht parallel ist. Die Strecke werde in ihrer ersten Lage durch 
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die Punkte А (х= Ё, y=n) und A, Lë, у =n) begrenzt. Durch 
eine Drehung der Ebene gelange A nach A’ (x =ẸE+ 45, y=n+ 4n) 
und A, nach A (x = ё + I, Y =q + An) 

Die Gerade С,, welche die Strecke AA’ in ihrem Mittelpunkt 
senkrecht schneidet, hat die Gleichungen: 


2=8+ SA hdn, y=n Zr has, 
Die Gerade G,, welche die Strecke А, А, in ihrem Mittelpunkte 
senkrecht schneidet, hat die Gleichungen: 
4 
at $ 4 AN, у= т + 5—4. 


Der Schnittpunkt der Geraden G, und G, ist der gesuchte Drehungs- 
mittelpunkt (ж = Bo, Y = No): 
Aus den ne 4 


ES РД = 6+ E 


ËTT TEE E —ħh 4$, 
folgt: 
№2128, — 282%) 
= (£ — £) 2, + (т, — 9) EE CEO = B) a 5 Аз, А0 — 1), 
somit: 1 1 
(ё, — 848+ 0—4. + 5 4& 4(@— E) +5 4з, dia 1) 
GE Ind&, 2821, ' 


А @-®4&+@—®4ъ+у 46-952 mn) 
MENT ein СЕ Г ОЛ ЫТ 

Wir denken uns nun, daß die Punkte A und A, Kurven be- 
schreiben und sehen E. o, E, 1 als Funktionen einer Veränderlichen 9 
an. Die Lagen A’ und А, sollen dem Zuwachs 18 von 9 entsprechen. 


Geht man mit 1% zur Grenze Null über, so gelangt der Drehungs- 
mittelpunkt in eine Grenzlage, deren Koordinaten: 


d d 
E ап 9 tm 
3 SF dë dEdn, déi 


агае d? dë 


dé, ат 
dë = Б = dä -+m-n) Тә 
=1+4ә— ағар ау dẸ 


4949 d? d? 


sind, vorausgesetzt, daß die Determinante: 
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9 dn _ C 
d? а® d? de 
von Null verschieden ist. 

Unter dem zu dem Kurvenpunkt P gehörenden Drehungs- 
mittelpunkt wollen wir die Grenzlage des Mittelpunkts der- 
jenigen Drehung verstehen, durch die die positive Halb- 
tangente in eine benachbarte Lage übergeht. Um alle möglichen 
Fälle zu umfassen, bestimmen wir den zu dem Werte {+ 271 gehören- 
den Drehungsmittelpunkt. Dabei werde der absolute Betrag von At 
so klein genommen, daß sich in dem dem Wertintervall #— At 
bis + 4t entsprechenden Kurvenstück mut Ausnahme des Punktes 
(dt = 0) nur gewöhnliche Punkte der Abbildung befinden. Der Punkt 
A ist der Berührungspunkt der zu + 4t gehörenden positiven 
Halbtangente, der Punkt A, kann als der im Abstande Eins vom 
Berührungspunkt befindliche Punkt dieser Halbtangente angesehen 
werden Dann ist: 


E = f(t + 20), n = flt + At), 


: fh (+4) D leer 
b= A+ 20) + ar) ъ= ҺА) + arm 


und die Veränderliche # wird gleich At. 
Wir erhalten: 


ar w (t+ 44° h @+ а® 
b= ht +44) — клу" Gt FAN EFA 


HE ш, (+ Ah (+0) | 
ъ= Һ@ + 4) + үл лур” ОЕ 49 


Der Drehungsmittelpunkt fällt also mit dem Krümmungs- 
mittelpunkt zusammen. 

Unter der Voraussetzung, daß der zu dem Kurvenpunkt P gehörende 
Drehungsmittelpunkt um eine endliche, von Null verschiedene Strecke 
von dem Punkte P entfernt ist, können wir uns die Kurve in der Um- 
gebung des Punktes P angenähert als ein kleines Bogenstück eines 
Kreises vorstellen, dessen Mittelpunkt дег Krimmungsmittelpunkt ist. 
Je kleiner der absolute Wert des Krümmungshalbmessers ist, desto 
stärker wird der Kreisbogen gekrümmt sein, daher sind die Be- 
nennungen „Krümmungshalbmesser“, „Krümmungsmittelpunkt“ ge- 
rechtfertigt. Aber in den Ausnahmefällen, wo der Krümmungs- 
mittelpunkt auf der Kurve oder unendlich fern von ihr liegt, ist 


die Vorstellung eines kleinen Kurvenstücks als eines Kreisbogens nicht 
statthaft. 
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84. Der Krümmungskreis. 


1. Erste Herleitung des Krümmungskreises. Zum Werte ? 
gehöre ein gewöhnlicher Punkt der Abbildung. Wir geben ¢ einmal 
den Zuwachs k, dann den Zuwachs k und erhalten so auf der Kurve 
drei Punkte, durch die ein Kreis gelegt werde. Es fragt sich, ob der 
Kreis eine bestimmte Grenzlage annimmt, wenn Л und k in die Null 
übergehen. Die absoluten Beträge von 4 und k werden so klein an- 
genommen, daß die auftretenden Reihenentwicklungen konvergieren. 
Wir setzen: 


2= (+0) = 2+2, а”== (+ Б) =s + 2, 
у= (0+) = у + Ду, "= (+ К) = у + у. 


Der Mittelpunkt des gesuchten Kreises habe die Koordinaten 
ж, ууу sein Halbmesser sei ғ. Aus den jetzt geltenden Gleichungen: 


(8—2) + (у – 1) ә, 
(2+ 2,2 — 21) + (у + Л —– у)? = ә, 
(ж + А„® — а) + (у — 2,9 — 1) = 1° 


folgt: 


2, yf (4, 2)+ (4, y)?} —4, 4402, 2+ (2, ON 


! 
А i S 2,24,у -48A у 


d — 4, 8| (д, ж)*-+}- (2,5)*}+2,2((2,2)*+(2,5)*%) 
Желе 4,4, у — AtA Y E 
| Man hat 
| 1 1 
| Athy — 24у ш Ў пе" УА (kr 
m=i 


n=l 


| I Stu 


m=i n=l 


=Y aO OLP O-O OROM ek 


m+n=3 


wenn in der Summe m + n der erste Summand als der kleinere an- 
gesehen wird. Setzen wir die Determinante FOR O-R OR (0) = 
als von Null verschieden voraus, so beginnt unsere Entwicklung mit 
ZAK — h), und da: hun — km = теи" — Mm), so sind sämt- 


liche Glieder unserer Entwicklung durch hk(k — h) teilbar. 
Um auch die Zähler der Ausdrücke von 2(2,'— x) und 2(y' — у) 
nach Potenzen von 4t zu entwickeln, setzen wir: 
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(418) + (y) Seen, Läscht (4,9) =Y of та 


п==0 


und erhalten: 
2,02, 2)? + (2,у)?} = Ai 102,2)? e LA 
1 (m) 
Dh > Pa(t) (krh? +” — hm Läit. п). 
т=1 n=0 


Wenn m <2-+n, во ist: 
kehe tr _ hmi +” = т (2 п т SE ben 
wenn m>2+n, so ist: 


grahe t” — hrkt” = + Reen E ZI, 


somit ist jedes Glied unserer Doppelsumme durch kh(h — Ё) teilbar. 

In derselben Weise zeigt sich, daß auch der Zähler des für 2 (y,'— y) 
aufgestellten Ausdrucks durch kh(k — k) teilbar ist. Debt man in 
den fraglichen Ausdrücken den gemeinsamen Faktor fort, und geht 
dann mit A und k zur Grenze Null über, so fällt der Mittelpunkt 
unseres Kreises mit dem Krümmungsmittelpunkt, der Halbmesser 
unseres Kreises mit dem absoluten Wert von ọ zusammen. Der be- 
trachtete Kreis in seiner Grenzlage für k = 0, k = 0 führt den Namen 
Krümmungskreis. 

2. Zweite Herleitung des Krümmungskreises. Auf ein- 
fachere Art, wie vorhin, und zugleich allgemeinere Art, indem auch 
die außergewöhnlichen Punkte der Abbildung berücksichtigt werden, 
gelangt man zum Krümmungskreis folgendermaßen. Man betrachte 
einen Kreis, der durch den Kurvenpunkt P(x,y) geht und in ihm 
dieselbe Tangente besitzt, wie die Kurve. Bedeutet r den positiv oder 
negativ genommenen Halbmesser des Kreises, je nachdem der Kreis- 
mittelpunkt in der positiven oder negativen Halbnormale liegt, so ist 
die Gleichung des Kreises: 


(8 — 2) + (n — y) + 2т((& — ne — (m — y)cos a) = 0. 
Falls der Kreis durch den Kurvenpunkt mit den Koordinaten: 
g= (+40), у= (+40) 


hindurchgehen soll, muß die Beziehung: 


(Dar) D (2 Grat 


sin «Уел — сов «Уели af 
п=1 


п=1 


+ 2 
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erfüllt sein. Sind die wien Ableitungen von f, (£) und GI die ersten 
nicht gleichzeitig verschwindenden, so erhält die letzte Gleichung 
die Form: 


(+ доз) Ap: + 


si. Leien frt rate) et” 
Dpp h OR tra +") Ae" 
Чоу Лен элш зы сыз ы м. Enge ele 
АДРАС 
Wird, wie früher, mit A der kleinste Wert von m bezeichnet, 
für den die Determinante (HA Т" (0) — (Ge 900) nicht ver- 
schwindet, so kommt: 
1 У y У 
+ Бе (0°) 22 ери 
tion e käng — e bim e +9 
+2, Wb O-A Of (EI 
Geh WCH dl HA” 0 
Hiermit istr als Funktion von 4t festgelegt. Wir gehen mit 21 
zur Grenze Null über. Für 4 <v it Limr=0. Für 4 >v wird 
Lim r unendlich und zwar auf eine Weise oder auf zwei Weisen, је 
nachdem v + A gerade oder ungerade ist. Für 4 = p erhalten wir: 


At. e 0. 


@» —1)!(Ул,®@ф++ 0003) ` 
по) (070 —һ®л,®”@) 

Im ersten Fall artet der Kreis für 4t = 0 in den Kurvenpunkt Р, 
im zweiten Fall in die zu P gehörende Kurventangente aus, im dritten 


Fall fällt sein Mittelpunkt in der Grenzlage mit dem Krümmungs- 
mittelpunkt zusammen. 


Lmr= 


8 5. Die Bogenlänge als unabhängige Veränderliche. 


Die bisher mit £ bezeichnete unabhängige Veränderliche braucht 
für die Kurve nicht die geringste geometrische Bedeutung zu haben. 
In der Mechanik z. B. stellen wir die Koordinaten von Kurven als 
Funktionen der Zeit dar; letztere bleibt für die Kurve selbst ohne 
jede Bedeutung und gewinnt eine solche erst bei der Betrachtung einer 
Bewegung in der Kurve. Um nun mit einer unabhängigen Veränder- 
lichen zu rechnen, die eine geometrische Bedeutung für die Kurve 
besitzt, führen wir statt ? die Bogenlänge s der Kurve als unabhängige 
Veränderliche ein. Die Hauptfrage ist hier, ob die über die Funktionen 
SI) und GI gemachten Voraussetzungen bei Einführung von s er- 
halten bleiben oder nicht. Die Maßzahl der Bogenlänge einer Kurve 
ist bestimmt, falls 1. ein Nullpunkt für die Bogenlänge, und 2. eine 
Richtung auf der Kurve festgelegt ist, in der die Bogenlänge wachsen 
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soll. Zum Nullpunkt wählen wir irgendeinen gewöhnlichen Punkt 
der Abbildung, dem der Wert {’ im Intervall von i,...i, entspreche; 
die Bogenlänge werde mit wachsendem ¢ als wachsend angesehen. 
Dann ist: 


s = Гуту. 


Durch diese Gleichung ist theoretisch € als Funktion von s be- 
stimmt, praktisch nur dann, wenn 1. die Ausführung der Integration 
gelingt, wodurch 5 = g(t) erhalten werde, und 2. wenn sich aus der 
letzten Gleichung ¢ als Funktion von s berechnen läßt, wodurch sich 
t= (s) ergebe. Setzt man diesen Ausdruck von £ in f, (t) und GI ein, 
so entstehe 0, (5) und 9,(s). Auf diesem Wege läßt sich wohl in einem 
einzelnen Fall, nicht aber allgemein das analytische Verhalten der 
Funktionen o, (e) und 9,(s) verfolgen; namentlich läßt sich nicht all- 
gemein die Frage beantworten, ob auch g,(s + 48), 9,(s + 18) nach 
ganzen Potenzen von 4s entwickelbar sind. Wir behalten daher bei 
der Berechnung von g,(s) und g,(s), sowie ihrer Ableitungen nach s 
die Zahl é als Mittel der Berechnung bei und erhalten zunächst: 


(0) = (0), 2) = А00). 


Da t durch obige Integralgleichung als Funktion von s fest- 
gelegt ist, kann jede analytische Funktion von ż, etwa f(t), auch als 
Funktion von s betrachtet werden, so daß f(t) = g(s). Entspricht dem 
Werte t ein gewöhnlicher Punkt der Бе. so wird: 


ag" He 
Zem — rot a Traum! 
t lt Ze dt 
BT rt OT ат 
T Gi dt 


für einen außergewöhnlichen Punkt der Abbildung sind die Ableitungen 
von g(s) als Grenzwerte zu definieren: 
Lim fett, 
АЧ = а SASSEL) 
g' (8) = Lim w (t+ 2021" Er) -F HIN HADR" EE gelt EEN 
(4t=0) w (t+ 4t)* a 
usw.! 
Wenden wir dies auf g,(s) und 9,(s) an, indem wir f(t) zuerst 
durch /,(t), dann durch f(t) ersetzen, so entsteht: 


7—1 ы, i 2—1, (>) t) 
0) = O Ze D 


3 


wo г, wie früher, die positive oder negative Einheit bedeutet, je 
nachdem 4t positiv oder negativ ist. 


v. Lilienthal, Differentialgeometrie. І. ә 


р MAATEN МАТҮС?МҮ 
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Für ein gerades v, d.h. an einer Spitze, unterscheiden sich die 
vorwärts gebildeten Ableitungen durch das Vorzeichen von den rück- 
wärts gebildeten, aber stets ist: 


n (8)? + о» (в)*= 1. 
Um über die Entwicklungen von g,(s + 4s) und 9,(s+ 48) 


Klarheit zu gewinnen, verstehen wir unter 4s den Zuwachs der 
Bogenlänge s, der dem Zuwachs 29 von Ł entspricht, so daß: 


Zar 
а= Ier: ROPA, 


oder, wenn wir $ durch + 9 ersetzen: 


It 
ds = [VREF IFF Ouren 


Dies Integral läßt sich durch Reihenentwicklung berechnen, falls 
wir den absoluten Wert von 4/t so klein nehmen, daß die Wurzel 


Vh (t + At)? + f! (t + 11)? nach Potenzen von 4t entwickelbar ist. Da: 
WE EE w0 
und die Wurzel positiv ist, entsteht: 


ҮЙӨ ҮЕ өй ern, 


somit: 
8" — tw, (t) 


+ а ЛАР+ +) 


Für einen absolut genommen hinreichend kleinen Wert von 4t 
hat die Reihe für 4s das Vorzeichen ihres ersten Gliedes. Die Zahl 
14% ist mit At positiv oder negativ, folglich ist auch 4s unter 
der geltenden Beschränkung von 4t mit At positiv oder negativ in 
Gemäßheit mit der Integralgleichung für 4s. Wir setzen: 


As = 8—1 AS, 


Dann ist 4,s positiv, wenn As positiv. Bei negativem 4s ist 
A,s negativ für ein ungerades v, positiv für ein Bandes v, daher ist 


< СА 


4A,s” reell, Wird nun bei geradem v unter Lem mu der positive 
1 


Wert dieser т^ Wurzel, aber unter 4,5” der positive oder negative 
Wert dieser Wurzel verstanden, je nachdem 4s positiv oder negativ 
ist, so erhalten wir: 
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ar 2 
l v — = 
лї = (ов) ЖОЛ АЛУК + 


und damit weiter: 
v+1 EER 2 


%(8 + 45) = д, (5) + 9(8)41,5 + DAS’ + (8) 18" + 
+1 5+2 
gals + 28) = 9 (8) + 041,8 + 9.(8) 218 " + 98(8) 18° +0 


wo: 


"Zo Ials WO 
Han = e 


Ф0(8) = SC 
Für v = 1, also an einem gewöhnlichen Punkt der Abbildung 
auf die f-Gerade, erhalten wir nach ganzen Potenzen von As 
fortschreitende Reihen für g(s + 25), (5 + 4s). Für v> 1 treten 
nach ganzen Potenzen von 7,5 fortschreitende Reihen auf, wenn alle 
Funktionen o (e) und фз,(5), in denen m kein ganzzahliges Vielfaches 
von v ist, verschwinden. Indes kann dieser Fall nur für ein ungerades 
v stattfinden, wo dann die Reihen zugleich nach ganzen Potenzen 
von 4s fortschreiten. Fände ег für ein gerades v statt, so wären 
die Reihen wegen 4,s = 8° —!,78 für ein positives wie für ein negatives 
ds von demselben absoluten Betrage vollkommen gleich, und die 
vorausgesetzte Eindeutigkeit der Abbildung des Kurvenstücks auf die 
t-Gerade wäre aufgehoben. 
Um die Ableitungen der Funktionen 09, und g, an der Stelle 
s+ 18 zu erhalten, muß man die gefundenen Reihen nach As 
differenzieren. Dies ergibt: 


1 
+ а 1 $ 
EA As) ei д(5) -H яс OË E Euch 
1—2» 


g" (s + Аз) = TMOA EJ "TL usw.! 


Wir wollen nun unsere Reihen näher betrachten. 

1. Es möge k den kleinsten, von Null verschiedenen, Wert von n` 
bedeuten, für den die Zahlen gın(S) und gzn(s) nicht gleichzeitig ver- 
schwinden. Entwickeln wir den identisch verschwindenden Ausdruck: 

д (s +48) + g(s + As’ — 1 


1 


"Ж 


nach Potenzen von A 18°, so kommt: 
оола) +оо) дун" 
хн ZES 
2; (HS) 91,.+1(8) + (8) 9, 0) Ee 


+( +0) CEET ENEE fe FA 


Eh 


www.rcin.org.pl 


20 Erster Teil. Ebene Kurven. 


Hier ist der Voraussetzung nach der Ausdruck geif + gief 
von Null verschieden. Die vorstehende Gleichung kann nur dadurch 


erfüllt werden, daß in ihr die Koeffizienten der einzelnen Potenzen 
1 


von 4,5” verschwinden, somit müssen die Ausdrücke: 


9о(8)9,к-++ (8) + %0(8) 92,0 (S) 
für n = 0, 1, 2,...k — 1 verschwinden, und weiter muß: 


2 PEPE (4,916) + Dol) al) + (EEF (m + geil = 0 


sein, woraus folgt, daß die beiden Zahlen o 24(S) und gas 
nicht gleichzeitig verschwinden können. 
2. Die Zahl ЕЁ ist gleich der im $ 1 definierten Zahl A 
Da nämlich: 


nl + Аз) = [,@ + Ай, pl + Ав) = ht + Л), 


so folgt: eh 
GEET (8) As ” + 
1 ; і 1 
= ОАР оре) Ле... 


н 
9%о(8)41,8 + дзь(5)4,8 ” + 


Е Z pm ap ETS Eer lte sët 


Multiplizieren wir die erste dieser Gleichungen mit — Gi) 
die zweite 0) (() und addieren dann die Gleichungen, so entsteht: 
"+5 


We (в) — А70) (8)) 4s” +... 


= р ГАДО, dp TEEN 


+2 
Der Koeffizient von 4,5 ” ist gleich: 


ш» (@®(д(5)дзк(8) — (8)91(5)), 


wäre er gleich Null, so müßten wegen 9,0(s)9ı1x(8) + 9(8)9s:(5) = О 
sowohl ois) wie 9s.(s) verschwinden, was gegen unsere Voraus- 
setzung ist. 2% 
Die Entwicklung von 4t beginnt mit 1,5”, somit ist А gleich A. 
Auf Grund der vorstehenden ВАЕ ае erhalten wir: 
фаз 
g(s + 45) = 9,(8) + д(8) 4,8 + 912(8) 4,8 "+ 
RER 
0» (8 +48) = Hl) + 05(8)41,5 + 982(8) 18° + 
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Dier ist: 
gals) + g2} > 0, 9,24(58) + 9, (5) > 0. 
Ferner "et: 
Hols) Iia (8) + 90 (8)92„ (S) = О, wenn n = 4, 2 4 1,...24 —– 1, 


sowie: 
2v(v ETC GET ET ә (8)) 4 (0+ 2)* (9 д (8)° У два (8)*) 0. 


Wir nennen den dem Werte s der Bogenlänge entsprechenden 
Kurvenpunkt einen gewöhnlichen Punkt der Abbildung der 
Kurve auf die s-Gerade, wenn die Entwicklungen von ois + 215) 
und 9,(s + 4s) nach ganzen Potenzen von 4s fortschreiten. In diesem 
Falle verstehen wir unter Ё den kleinsten, die Eins übersteigenden, 
Wert von n, für den g,”(s) und 9,”(s) nicht zugleich verschwinden, 
und erhalten: 


9168 + Аз) = g (8) + HI + HI te 


Ials + 28) = ga (8) + 0» (8) 45 + ERO) 18% с 
mit den Bedingungen: 


9 (5)), (58) + DIES) == 0, wenn n = k, k+1,...2k — 2, 


sowie: 
2 (2k—1) (2k —1), d 2 (k) (k) 
ara (a @% (8) + ga'(8)9a (8) ) + (a-m) (л, Lef Lea) = 0. 


Der dem Werte s der Bogenlänge entsprechende Kurvenpunkt 
soll ein außergewöhnlicher Punkt der Abbildung der Kurve 
auf die s-Gerade heißen, wenn die Entwicklungen von 0, (5 + 25) 
und g(s + 4s) nach gebrochenen Potenzen von 7,5 fortschreiten. 

Hinsichtlich des Winkels e, den die einem wachsenden s ent- 
sprechende Halbtangente mit der positiven x-Achse bildet, sei be- 
merkt, daß für einen gewöhnlichen Punkt der Abbildung auf die 
s-Gerade: 

cos « = g,' (s), sin = 09, (8), 


für einen außergewöhnlichen: 


m сов o = 010(5), sin œ = gy (8) 
ist. 

Der Winkel с, als Funktion von s betrachtet, werde mit @(5) 
bezeichnet. Dann ist, wenn zu dem Werte s + 4s ein gewöhnlicher 
Punkt der Abbildung gehört: 

cos «(85 + 48) = ф, (5 + 4s), вір «(8 +48) = 09, (8 +48), 


also für die Umgebung eines gewöhnlichen Punktes der Abbildung: 
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1 
cos a(s + 48) = DIET 
. 1 
віш «(8 + 4s) = 9'(8) + a TE (8) 28-1 +, 


für die Umgebung eines außergewöhnlichen: 


GET) 


v 


D 
сов «(8 + Аз) = (9,6) + gals) 28° +-. ), 


2 
sin eis + 4s) = ед) -+ PE na(s) 28° +e ): 


Wir führen die wesentlichsten in den $$ 1 und 2 angestellten 
Betrachtungen im folgenden unter Benutzung der Bogenlänge s als 
unabhängiger Veränderlicher durch. 


5 6. Wendetangenten, Spitzen, Krümmungshalbmesser, wenn 
die Bogenlänge als unabhängige Veränderliche angesehen wird. 


Wir bezeichneten im $ 1 mit u und о die Koordinaten des Kurven- 
punkts (x + Ax, у + Ау) in bezug auf das zum Punkte (x, y) ge- 
hörende Kreuz der Taugente und Normale. Man hat somit hier: 


u= (0, (= + 48) — 9. (5)) сов «+ (9 (5 + 28) — 9(s))sin a, 
age (9. (8+ 45) — 9. (8)) віл “+ (AG ASE 9; (8)) сов 0. 


Gehört zu s ein gewöhnlicher Punkt (P) der Abbildung auf die 
s-Gerade, so ergibt sich: 


u = As +.. 
(RAR) dei 


wo die Determinante g,'(s)9,® (s) — 9,'(s)a,'"(s) infolge der Bedingungen 
OPE) + AROE) — 0 und gO) (М®(#> 0 von Null 
verschieden ist. 
Die Entwicklung von u zeigt, daß die Kurve von ihrer Normale 
im Punkte P geschnitten wird, daß also keine Spitze vorliegt; die 
Entwicklung von v zeigt, daß die in P berührende Tangente eine 
gewöhnliche oder eine Wendetangente ist, je nachdem % gerade oder 
ungerade ausfällt. 
Für einen außergewöhnlichen Punkt Р der Abbildung auf die 
s-Gerade ergibt sich: 
u=4A st: 
vi 
Ges EG m 90(8)12(8)) 18 "НАНДЫ 
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Wenn As die Null durchschreitet, wechselt 27,5 sein Zeichen, 
falls v ungerade, es bleibt positiv, wenn v gerade; somit zeigt die 
erste Gleichung, daß für ein gerades v eine Spitze vorliegt. Die zweite 
Gleichung zeigt, daß die Kurve von ihrer Tangente geschnitten wird 
oder nicht, je nachdem v + 2 ungerade oder gerade ausfällt. Die im 
8 1 aufgestellten Kennzeichen für eine gewöhnliche Tangente, eine 
Wendetangente, eine Hellebardenspitze, und eine Schnabelspitze bleiben 
somit erhalten. 

Zur Bestimmung des Krümmungsmittelpunkts benutzen wir die 
im § 2 abgeleitete Gleichung: 


Së Axcose(t+ At) + Ду вїп «(t+ Lt) 
“ба a(t) sin a(t 4 20) ene сов a(t F 20). 


Für einen gewöhnlichen Punkt der Abbildung auf die s-Gerade 
entsteht: 
h ds En Or 


gon (й' ®@%®@ BR ROT 008) ав... 


Im allgemeinen, d.h. für k = 2, ergibt sich demnach: 


1 
© а'@®®' @—. (8)9,7 (8), 

Ist k>2, so hat man es bei geradem / mit einem unendlich 
fernen Krümmungsmittelpunkt zu tun, bei ungeradem Ё aber mit zwei 
nach entgegengesetzten Richtungen hin unendlich fernen Krümmungs- 
mittelpunkten. 

Für einen außergewöhnlichen Punkt der Abbildung auf die s-Gerade 
kommt: 


0 


EN s4- 


v 


D 
rt 


Für v <A erhalten wir einen oder zwei unendlich ferne Krimmungs- 
mittelpunkte, je nachdem A — v gerade oder ungerade ist; für v > 4 
liegt der Krümmungsmittelpunkt auf der Kurve. Wenn v = 4 erhalten 
wir den endlichen Krümmungshalbmesser: 


1 
2 (д (8) 95 „(8) — #зо (8) 9, KOJI 


Auf Grund des Vorstehenden können wir die folgenden Sätze 
aussprechen. Ein Punkt mit einer gewöhnlichen Tangente, bei dem 
v= А ist, kann sowohl ein gewöhnlicher wie ein außergewöhnlicher 
Punkt der Abbildung auf die s-Gerade sein. Dasselbe findet statt 
bei einem Punkt mit einer stationären Tangente oder einer Wende- 
tangente. Ein Punkt mit einer gewöhnlichen Tangente, bei der 
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v> 4, also о = О ist, ebenso eine Spitze, kann nur ein außergewöhn- 
licher Punkt der Abbildung auf die s-Gerade sein. 

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunkts sind im allgemeinen, 
d.h. wenn dem Werte s ein gewöhnlicher Punkt der Abbildung ent- 
spricht und k = 2 ist, durch die Gleichungen bestimmt: 


ы "ee 9' (8) 
= pile) nO (8) — 0, OO 
Yı = 05(8) + 


g (8) Я 
a ag (8) — 9. (8) 9," (8) 
Aus der Gleichung: 
1 
ч“ @)ф» (8) — Ф (5)0 (8) 
folgen durch Multiplikation mit 9,'(s) oder g,'(s) die sogenannten 
Frenetschen Formeln: 


п 9" (5) 2 5 so, 


т 9" ( 8) = 9 nm 


§ 7. Die Krümmungsmittelpunktskurve. 


Den Ort der Krümmungsmittelpunkte einer Kurve pflegt man ihre 
Krümmungsmittelpunktskurve(auch EvoluteoderZentrakurve) 
zu nennen. Als Gleichungen dieser Kurve treten die folgenden auf: 


z, = g — 00 (8), =Y + 99, (5). 

Hier sind x, und y, als Funktionen der Bogenlänge der Ausgangs- 
kurve (x, y) dargestellt; es spielt also s dieselbe Rolle, wie in den 
ersten Paragraphen die Veränderliche t. 

Wir fragen zunächst nach der Bogenlänge der Krüm- 
mungsmittelpunktskurve. Dem Wertintervall s,...s entspreche 
ein Kurvenstück, das nur gewöhnliche Punkte der Abbildung auf die 
s-Gerade mit endlichen Werten von o enthalte. Dann ist die Deter- 
minante 9,'(s)9,"(s) — 9 (5)91' (5) längs des Kurvenstücks von Null 


verschieden, und die Ableitung že bleibt längs des Kurvenstücks 


endlich. 


Da: ' 
alte = 9 7 gt (8) AE 8, 
во kommt: 
ах. d di de 
RN) д” йр! (8). 


Bezeichnet 5, die dem fraglichen Intervall entsprechende Bogen- 
länge der Krümmungsmittelpunktskurve, so entsteht: 
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wenn wir die Bogenlänge s, mit wachsendem s als wachsend ansehen 


und unter 


a wie üblich, den absoluten Wert von 28 verstehen. 


Bleibt ©© im Intervall 5...5 beständig größer oder gleich Null, 


so wird 
©... (у 
wenn wir den Wert von о an der Stelle s, mit ọọ bezeichnen. Ist 


im Intervall s,...s beständig kleiner oder gleich Null, so entsteht: 


D Die 0; 
geht aber 5% an einer Stelle unter Zeichenwechsel durch die Null 
hindurch, so wird diese Stelle für die Integration von Einfluß. Nehmen 
wir z.B. 5,<`8' < s und setzen die Ableitung = im Intervall s}... gd 
als positiv, im Intervall s’...s als negativ voraus, so erhalten wir: 


fi ds -f'ta fü ds = 20 — 9-0, 


wenn mit ọ' der Wert von ọ an der dem Wert s' entsprechenden 
Stelle bezeichnet wird. 
Es fragt sich nun, welche geometrische Bedeutung dem 


Verschwinden von že zukommt. Um hierüber Klarheit zu ge- 


winnen, untersuchen wir an der entsprechenden Stelle die Krümmungs- 
mittelpunktskurve und entwickeln 2, (s + 1s), y(s+ 4s) nach Po- 
tenzen von 4s. 

Wir nehmen an, daß die ui Ableitung von о, also 00, die erste 
an der Stelle s nicht verschwindende Ableitung von о nach s sei. 


Durch u-malige Differentiation der Gleichungen: g," (8) = — 9 (9), 
ga (5) = Sé ergibt sich: i 
а" в) H, am = SH, 
nog) —®”®, 96) SH, 
est D Ф“+2(5) = — нас 
®+®(в) = — Bai = ua ARTON Ba: a3 а, 
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Daher: 
жү+ As д (8) + 0 IS-- ++ Se At ; 


y 1 " 
– (о +- AH et. Ya (s) + nn As + 2 % 24 si, 


1 ole u 1 EA OO ш) “+1 SE 
Mi H SR Lem e DA Le + d 


4-9; (8) 2“ -gjyle d 099+ g (5) ez Ast... 


Entsprechend folgt: 


(u) 1 
Ay =fr hn (94% – (ва 009 — g,' (5) 0+2) аә... Е 


so daß: 
a9 x dite, 009 
а == — 00993 (5), ч vin (Se), 
del tt 
y | «+, 00 3 
ER = 0%, (8), Дә +1 Ger o 9 (8) + 0+2 g,' (8). 


Die Gleichungen für die u* Ableitungen von x, und y, zeigen, 
daß die einem wachsenden s entsprechende Halbtangente 
derKrimmungsmittelpunktskurve der positiven Halbnormale 
der Ausgangskurve gleichgerichtet oder entgegengesetzt 
gerichtet ist, je nachdem g positiv oder negativ ausfällt. 

Wir erhalten weiter aus den letzten Gleichungen: 

ача, а, y, а“+®у, (002)? 


4899 dert) ` аз" арт о 

Für die kennzeichnenden Zahlen v und A ergeben sich daher die 
Werte u und Eins. 

Ist u gerade, so besitzt о an der betrachteten Stelle ein 
Maximum oder Minimum, je nachdem 0“ negativ oder positiv 
ist. Die Krümmungsmittelpunktskurve besitzt an der ent- 
sprechenden Stelle nach $ 1 eine Hellebardenspitze, für die 
nach $ 2 der Krümmungshalbmesser gleich Null ist. 

Ist u ungerade, so sind für u =1 Kurvenpunkt und 
Krümmungsmittelpunkt gewöhnliche Punkte der Ab- 
bildungen beider Kurven auf die s- bzw. s,-Gerade mit end- 
lichen, von Null verschiedenen Krümmungshalbmessern; 
für u >l liegt nach $ 1 die Krümmungsmittelpunktskurve 
in der Nähe des fraglichen Punktes ganz auf einer Seite der 
Tangente und ihr Krümmungshalbmesser ist nach § 2 hier 
gleich Null. 
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Um die Erzeugung des dem Wertintervalls,...s’...s entsprechenden 
Kurvenstücks aus dem zugehörigen Stück der Krümmungsmittelpunkts- 
kurve darzutun (Fig. 1), bezeichnen wir die zu 80, 5', 5 gehörenden 
Punkte der Ausgangskurve mit P,, P', P, die entsprechenden Punkte 


дег Evolute mit Qo, d. © und nehmen wie oben = im Intervall s,...s’ 


als positiv, im Intervall s’...s als negativ, so daß der Punkt Q' eine 
Hellebardenspitze ist. Ein gespannter Faden von der Läuge d sei so 
gelegt, daß ein Endpunkt des Fadens 
auf den Punkt OI fällt, ein Stück 
von der Länge о' — о, das Kurven- 
stück Q'Q, bedeckt, und daß das 
noch übrige Fadenstück о, bis zum 
Endpunkt A des Fadens in der 
negativen Halbtangente liegt, welche 
die Krümmungsmittelpunktskurve 
in Q, berührt. Wickeln wir nun 
den Faden ab, so vergrößert sich 
der geradlinige Teil desselben; der Fig. 1. 

von A verschiedene Endpunkt des 

geradlinigen Teiles rückt in der Richtung des wachsenden s weiter. Der 
Punkt A beschreibt zunächst das Kurvenstück P,P'; ist der Punkt Р' 
erreicht, so wird der Faden auf das Stück 0' 0 aufgewickelt, wobei der 
geradlinige Teil des Fadens sich verkleinert; ist A in P angelangt, so 
ist der von A verschiedene Endpunkt des geradlinigen Fadenteils in Q 
angekommen und hat im ganzen den Weg s, = о' — ọọ + ọ'— о be 
schrieben. 


§ 8. Fortsetzung. 


Die Aufgabe, die Krümmungsmittelpunktskurve in der Umgebung 
eines Punktes zu untersuchen, der einem außergewöhnlichen Punkt 
der Abbildung der Ausgangskurve auf die s-Gerade entspricht, soll 


wenigstens zum Teil gelöst werden. Wir haben hier die Entwicklungen 
1 


von g,(s + 478) und gie + 48) nach Potenzen von 7,8” zugrunde zu 
legen, und die Größe о als Null, oder als endlich und von Null ver- 
schieden zu betrachten, da sonst der fragliche Punkt der Krüämmungs- 
mittelpunktskurve ins Unendliche fiele 

1. ọ=0. Den Werten von s— As bis s+ 4s mit Ausnahme 
des Wertes s(4s = 0) mögen nur gewöhnliche Punkte der Abbildung 
der Ausgangskurve auf die s-Gerade entsprechen. Wir erhalten dann: 

1 
е@ + 4) = Fan GFI CHEN eF 2) 

2+ Аз, = 9,(8 + 48) — о(8 + Is) (8 + 45), 
Yı + Ду, = ges + 45) + о(5 + 28)9, (s + 45). 
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Hier ist der Wert von о an der Stelle s+ 4s mit о (s + 48) 
bezeichnet. Zur Abkürzung werde: 


у? 


104 20) (ho (8098 (8) — Ban (8) 9,3 (8) 
gesetzt. Dann ergibt sich: 


›—7 
0(8 + Ав)у=”—1аД,8” +... 

Dabei ізі v»>A, weil Lim o(s+4s) für As=0 als ver- 

schwindend angenommen wurde Da z, = 9,(8), 0, = 9(s), so folgt: 
sak Bé 

T E A8 afale" A 

Wenn unter sgn а das Vorzeichen von o verstanden wird, ergibt 
sich für ein gerades v — A: 


42; RN 


Pr ERSTE Nr wre "ais a) Dale), 
für ein ungerades v — å: 
EE 
Lim ——ı— = li ес 
ш yaen agal), Lim meleg gule) 


Im ersten Fall tritt nur eine Halbtangente, im letzten treten 
zwei Halbtangenten auf, wenn man sowohl mit einem positiven, wie 
mit einem negativen As zur Null übergeht. Die Krümmungs- 
mittelpunktskurve besitzt demnach bei geradem v— 4 an 
der betrachteten Stelle eine Spitze. 

Um zu entscheiden, ob die Krümmungsmittelpunktskurve an der 
betrachteten Stelle von ihrer Tangente geschnitten wird oder nicht, 
setzen wir die Gleichung ihrer Tangente in die Normalform: 


Da: (& — 21) 0(8) + (m — У,)бе(5) = 0. 


Aa, = riëts + 45)дь(в) + (9106) — E e Arts 


An г'—%о(в + Аз)ды(з) + (дь) + ` ад (9) As +: 
so wird: 


At Jols) + IYı90(8) = (1 ES 1} 48 


Nun ist 4,s gleich ®®"14s, also bei ungeradem v mit 4s positiv 
oder negativ, bei geradem v stets positiv, folglich wird die 
Krümmungsmittelpunktskurve hier bei ungeradem » von 
ihrer Tangente geschnitten, bei geradem v nicht. Es sind 
also im ganzen vier Fälle zu unterscheiden: 
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a) v ungerade, A ungerade. Die Ausgangskurve besitzt im be- 
trachteten Punkt eine gewöhnliche Tangente, die Krämmungs- 
mittelpunktskurve eine Hellebardenspitze. (Fig. 2.) 

b) v ungerade, A gerade. Kurve sowie Krümmungsmitteipunkiskurve 
besitzen im fraglichen Punkte je eine Wendetangente. (Fig. 3.) 

c) v gerade, A ungerade. Die Ausgangskurve hat im fraglichen 
Punkte eine Hellebardenspitze, die Krümmungsmittelpunktskurve 
daselbst eine gewöhnliche Tangente. (Fig. 4.) 

d) v gerade, A gerade Kurve wie Krümmungsmittelpunktskurve 
besitzen im fraglichen Punkt je eine Schnabelspitze. (Fig. 5.) 


ИК 
K 
STA K K on бк 
KMK K KMK 


Fig. 2, Fig. 8. Fig. 4. Fig. 5. 


Ein Beispiel für den Fall a) bietet sich in denjenigen Parallel- 
kurven einer Ellipse dar, welche durch die in einer Achse der Ellipse 
gelegenen Spitzen ihrer Krümmungsmittelpunktskurve hindurchgehen; 
ein Beispiel für den Fall с) finden wir in der Cykloide; für die 
Fälle b) und d) werden später Beispiele gegeben werden ($ 11). 

2.0 2 0. Die Erledigung dieses Falles erfordert eine viel 
umständlichere Untersuchung wie die vorige. Wir beschränken uns 
daher auf den Beweis des folgenden Satzes: Nennt man die Krümmungs- 
mittelpunktskurve der Kriümmungsmittelpunktskurve einer Kurve die 
zweite Krümmungsmittelpunktskurve dieser Kurve, ferner die 
Krümmungsmittelpunktskurve der zweiten Krümmungsmittelpunkts- 
kurve die dritte Krümmungsmittelpunktskurve der Kurve usf., so 
können die einem außergewöhnlichen Punkt P der Abbildung der 
Ausgangskurve auf die s-Gerade mit endlichem, von Null verschie- 
denem, о entsprechenden Punkte Р,, Р,... der aufeinanderfolgenden 
Krümmungsmittelpunktskurven nicht sämtlich im Endlichen liegen, 
sondern es gehört zu dem fraglichen Wert von s eine ganze, positive 
Zahl n>1 derart, daß P, P,...Pa—ı im Endlichen liegen, während 
Р, ins Unendliche fällt. 

Sind &,, yy die Koordinaten des Punktes Р,, und setzt man: 

d 8 
BI een ne) u, 
so zeigt eine einfache Rechnung, daß: 
ж = а — P g (5), Y= N — Ф, (8)9 (5), 
23 = 2 + Pa(S)9a' (S), Ys = Y2 — Ф (8), (8), 
Ly = 23 + Ф5(5)0, (8), = Ys + 9) (5), 
ху = 21 — ф,(5)ф» (8), Ys = Ya + PaCS) (5), 
Za = %— pl), Ye = Ys — Ps (8)9 (5). 


www.rcin.org.pl 


30 Erster Teil. Ebene Kurven. 


Daher sind die Gleichungen: 
(1) 2,1 = 29 (1) "рев (5) 9 (S), Уз›—1=У—° —(— 1)", 8 (5)0, (58), 
(2) аа, ==2›—1-К(—1)”'фз»—1(53)0, (8), У ==ўз›—1+(—1)”фз›—1 (8) (5), 


jedenfalls für v = 1, 2, 3 richtig. Durch Differentiation der Gleichungen 
(1) nach s folgt: 


Cr ke las 8 + Є р), —— g(s) F (— 1)’ Ф',—2(8)9' (5), 


Yas- = Yni + (—=1)”———— (в) —(— 1) ф!з»—з(8)0, (3). 


Da nun die Zahlen £m, Ym РӘ ein gerades m proportional sind 
den Zahlen ol, o, für ein ungerades m aber den Zahlen — o, 9,', 
so folgt: 


21у 1 == (— 1)” ф'в›—з(3)0» (8), Yar-ı 3 (= Dj ф/з»—з(8) 9, (5), 


und damit: 


eu, (— 1)’ ф' ГТА HOLM (s) К час). N a(8)g; (8), 


„9 2v—2(9) 
ll, (— 1)”+1ф'»›—з(5) 0, (8) + SC Kee 


Be 


na 


! 
0» (8), 
sowie: 
(Ф (8)? 
273,10 TE - 2715,10 з,-1 = ИТ 
Мап һаё: 
РА x De ET ch 
Su = Vey —1 — D 
CIE TEE At TEE Узу 1 
CT EE 28,1 


Yer = ZEIT E 7 D 7 Д 


Sa ЛГУ 7 08-1999 —1 


daher: 

Tay = 23514 (= фф 208), (5) = а, (~ 1)" рә, –1(8)91 (5), 
Yar = Yar-ı+ (— 1)”0ф'з›—(58)0» (8) = Yar-ı+ ( 1)" ф+›—1(5)д, (8), 
und dies stimmt überein mit den Gleichungen (2). 

Ebenso zeigt man, die Gleichungen (2) in entsprechender Weise 
behandelnd, die allgemeine Gültigkeit der Gleichungen (1). 

Aus den Beziehungen (1) und (2) geht hervor, daß der 
absolute Wert des Krümmungshalbmessers der m!“ Krüm- 
mungsmittelpunktskurve mit dem absoluten Wert von ф„(5) 
übereinstimmt. 

Nun ist, wenn wir 9, (5) als von Null verschieden voraussetzen: 

РЕ: gı (8) 
9" (8) 


опа: 
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tre Dä Ge 
g(s) SC I (8) Cäg O ai (5)? 
somit: 


(m+2) 
CN П m 95 (8) 
Pm(8) ый lo, (5)) 85 (aremt? KS Unm(S); 
wo %„(s) im Bruch ist, dessen Zähler aus einer ganzen rationalen 
Funktion von g,'(s), ga (S), ... 9 ”t»(s), dessen Nenner aus einer 
Potenz von g,'(s) besteht. Wenn jetzt: 


Gelz + 28) = g(s) + 9418 + EA. nr 
пу А 
+ ф,а—у›+&48 TL 


wo m eine ganze positive Zahl, E eine ebensolche < v ist, so wird 
die (n + Us Ableitung von 9,(s) an der betrachteten Stelle unendlich, 
also auch 9,_ı(s), d.h. die (n — 1)® Krümmungsmittelpunkts- 
kurve besitzt die Krümmung Null. 

Hiermit findet der im $ 2 8. 10 unerledigt gebliebene Fall, in 
welchem bei der Abbildung der gegebenen Kurve auf die -Gerade v 
ungerade, > 1 und gleich A war, seine Erklärung, Nach Einführung 
der Bogenlänge s kann sich nämlich ein gewöhnlicher Punkt der 
Abbildung auf die s-Gerade mit endlichem о ergeben, wo dann keine 
geometrische Besonderheit vorliegt, oder ein außergewöhnlicher mit 
der geometrischen Eigenschaft 9,_ı(s) = оо. 


8 9. Die Evolventen einer Kurve, 


Man nennt diejenigen Kurven, deren Krümmungsmittelpunkts- 
kurven (Evoluten) mit einer gegebenen Kurve zusammenfallen, die 
Evolventen der letzteren. Da jede Tangente der Evolute die sümt- 
lichen Evolventen senkrecht trifft, so ist die Aufgabe der Bestimmung 
der Evolventen einer Kurve gleichbedeutend mit der Bestimmung der 
orthogonalen Trajektorien der Tangenten einer Kurve Die Koordi- 
naten der gegebenen Kurve seien als Funktionen der Bogenlänge der 
Kurve betrachtet und durch die Gleichungen 


а =g, (8), у= 9(8) 
festgelegt. Eine beliebig gewählte Kurve ist darstellbar durch die 
Gleichungen: 
E = g, (8) + Ф(8)д,'(8), n = 9 (5) + FIR, 
in denen der absolute Wert von ф die Maßzahl der Entfernung der 
Punkte (x, y) und (#, ai angibt, während e 2 О ist, je nachdem der 


Punkt (é, 7) im positiven oder negativen Teil der im Punkte (x, y) 
berührenden Tangente liegt. 
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Damit die Tangenten der Kurve (2, y) die Kurve (Ё, oi senkrecht 
treffen, muß: 


аё (8) + Лоу (в) — 0 
sein. Dies liefert die Bestimmung: 


ф(з)=т—5, 


wo т eine beliebig zu wählende Zahl bedeutet. Den einfach un- 
endlich vielen Werten von т entsprechend ergeben sich ein- 
fach unendlich viele Evolventen; jede derselben entsteht 
aus jeder anderen, indem man auf der Normalen der letzteren 
nach derselben Seite hin ein und dieselbe Strecke abträgt, 
da sich zwei verschiedene Funktionen ф(5) nur durch eine Konstante 
unterscheiden. 

Solange т — s längs einer Evolvente positiv ist, wird sie von 
den positiven Halbtangenten der Evolute getroffen, für t =s haben 
Evolvente und Evolute einen Punkt gemein, für т < s wird die Evol- 
vente von den negativen Halbtangenten der Evolute getroffen. 

Wir beschränken zunächst die Veränderliche s auf einen solchen 
Bereich, in dem der Wert z nicht vorkommt (т — s 2 0), und dem 


auf der Ausgangskurve ein Stück mit nur gewöhnlichen Punkten der 
Abbildung auf die s-Gerade bei stets endlichem о entspricht. 

Um unter dieser Voraussetzung den Krümmungsradius einer 
Evolvente zu bestimmen, bemerken wir, daß: 


d = d e 
=g), 41 Eë 
ФЕ o. т-8а 
Zar С Er = н 26) (5) — (ei, 
dn 1 т—8@о ' т—8 
er "EEN a 
somit ist: 
dëi. (dm? |r-s 
(2) 7 (2) гу Ы 
4& а апа (е8)? 
de dei dsd e 


Bezeichnen wir den Krümmungshalbmesser der durch т bestimmten 
Evolvente mit о,, so kommt: 


0 = (san) (т — s). 


Man überzeugt sich leicht von der Richtigkeit dieser Vorzeichen- 
bestimmung von о, durch die Anschauung. 
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Es sei nämlich 
ilo t—s>0, ọ>0. (Fig. 6.) 


Die Evolvente des Bogens OPB, in dem P dem Werte s ent- 
spreche, wird durch Abwicklung eines von O bis B auf die Kurve 
gelegten Fadens von der Länge т erhalten. Dabei kann О als der 
Nullpunkt der Bogenlänge betrachtet werden, die in der Richtung nach B 
hin wachsen möge. Dem wachsenden s entspricht auf der Evolvente 
die Richtung von Q nach B hin. Es liegt also P in der positiven 
Halbnormalen des Punktes 0; о, ist gleich т — s. 


Es sei 
2). т—5> 0, о<0. (Fig. 7.) 
Q о 
B -B 
Q P, 
P \ В, 
о 0 о а 
Fig. 6. Fig. 7. Fig. 8, 


Hier entspricht bei Anwendung derselben Bezeichnungen wie 
vorhin dem wachsenden s die Richtung von © nach В auf der Evol- 
vente, somit liegt Р in der negativen Halbnormalen des Punktes ©, 
und ев ist о, = — (т — $). 

Ев sei 


3. t—s<0, ọ>0. (Fig. 8. ОВ =) 


Веі r—s <0 wird das dem Bogenstück ВРО! entsprechende 
Stück der Evolvente durch Abwicklung eines von O' über P nach B 
auf die Kurve gelegten Fadens erhalten. Dem wachsenden s entspricht 
auf der Evolvente die Richtung von В nach Q hin, es liegt somit P in 
der positiven Halbnormalen des Punktes Q, und wir haben о; = — (т—5). 

Es sei 


4. T-s<0, oct (Ев. 9.) 


Hier entspricht dem wachsenden s die Richtung von B nach Q 
auf der Evolvente, aber P liegt in der negativen Halbnormalen des 
Punktes Q, so del ọ:= т — 5. 

Jeder Krümmungskreis einer Evolvente ist zugleich ein 
Krümmungskreis einer anderen Evolvente. Um dies zu zeigen, 
betrachten wir ein Kurvenstück OP, P,P,, in dem der Bogen P,P,=6 
gleich dem Bogen P,P, ist. (Fig. 10.) 


v. Lilienthal, Differentialgeometrie. Т. 3 
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Legen wir auf das Bogenstück P, P,P, einen Faden und wickeln 
ihn so ab, daß sein in P, liegender Endpunkt fest bleibt, so erhalten 
‚wir die Evolvente mit den Gleichungen: 


E = я, (5) + (9 + б - NT, 1 = 9 (8) + (8+9 — 5)9 (5). 
Wickeln wir aber den Faden so ab, daß sein in P, liegender 
Endpunkt fest bleibt, so erhalten wir eine Evolvente mit den 
Gleichungen: 
E" = g, (8) — (s — 8+ 9), (5), ls) — (8 — So + б)д, (5). 
Für die Evolvente (GL. ai ist t =s,+ 6, für die Evolvente 
(GI, n") ist t = t' =s — в. Für 5 = S, ergibt sich о = gr, d. h. die 
beiden zu den Werten т und т' gehörenden Evolventen besitzen in 


den zu s = Su gehörenden beiden Punkten ein und denselben Krüm- 
mungskreis. 


(2) O 
Fig. 9. Fig. 10. 


Um allgemein die Umgebung eines Punktes einer 
Evolvente zu untersuchen, der einem gewöhnlichen Punkt 
P,(s,) der Abbildung der Ausgangskurve auf die s-Gerade 
entspricht, setzen wir s = S+ Aën: 


H GE 285 = 7+ 21, 
und erhalten: 


Eo + = д, (So) + Ф, (So) 4%, + й HE) 280+ +: 


1 
+ E — so 49) (6) + A) 
so daß: 


ab a ORT [+ DER) At 
und: 


= 1 
47 = SES ls) А51 + у Ir — So) ga TICs) + (1 — Rg ® (в) И: 


Hier sind zwei Fälle zu unterscheiden: 


1. т— 5 = 0. Die Ausgangskurve und die Evolvente haben den 
Punkt P, gemein. 
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Man hat dann: 


MURE dain ` di: dai 
1 48 astm ав авт р з, 


= (= = т) (9:9 (в) 96+" (8,) =й (StR). 
Die im $5 8. 21 gefundenen Bedingungen: 
HL) + 9 (8) (50) = 0, (n=k, k+ 1, ... 2k — 2) 


zeigen, daß die Determinante: 
(60) 050) — Delt ege) CH 
verschwindet, wenn m eine Zahl aus der Reihe 0, 1,... k — 2 bedeutet. 
Wäre auch: | 
91% (80) 0 (S0) — 99 (TI ls) = 0, 
so hätten wir, unter p einen Proportionalitätsfaktor verstehend: 


ду%*—(5„) = P7” (80), Il) = P9” (80), 
und die a. a. О. кү Bedingung: 


ES E IE) Lë (RS) 
1 
H КЕ y (® (so)? + DAC =0 
nähme die Form an: 


1 vi 
жу Ze ‚(9 (SHE) +9 NC AN ®(з,))+ (к= ) (0,®(з)#+ д„® (8,2) =О, 


oder: 9,9 (80)? +9 = 


was der Voraussetzung in betreff der Zahl E zuwiderläuft. 
Der kleinste Wert von m, für den die Determinante: 


Ф) Е а +т) n 4% n а®+"т) Е 


аз" ав" ds: аз т 


an der Stelle s = s, nicht verschwindet, ist daher k - 1. 

Wenn die im $ 1 eingeführten kennzeichnenden Zahlen v und A 
bei der Evolvente mit v' und 4' bezeichnet werden, ergibt sich 
v'=k, A'=k— 1. Bei geradem k besitzt demnach die 
Evolvente an der betrachteten Stelle eine Hellebardenspitze 
mit dem Krümmungshalbmesser Null, bei ungeradem Ё be- 
sitzt die Ausgangskurve an der betrachteten Stelle eine 
Wendetangente mit den Krümmungshalbmessern + оо und 
— оо, die Evolvente aber eine Wendetangente mit dem 
Krümmungshalbmesser Null. 


8* 
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9. т— 8,2 0. Man hat hier: 
ан) De, a Ё SE "ag 
ds! qtm Ast! debtm CH 
(0 (k+m41) (k +m) 
— e — lan (ae C) +0- m)ga al ) 


(®) (k+m+1) (+m) 
(а) (еа) C) +(@—®—т)уд, (бу) ll 

Auf demselben Wege, wie vorhin, zeigt sich, daß der kleinste 
Wert von m, für den die hier auftretende Determinante nicht ver- 
schwindet, gleich k— 2 ist. Für die Zahlen d und A’ erhalten wir 
demnach denselben Wert А – 1. Bei geradem А besitzt dem- 
nach die Evolvente an der betrachteten Stelle eine gewöhn- 

liche Tangente, bei ungeradem E eine Schnabelspitze. 


Für den Krümmungshalbmesser о; der Evolvente erhalten wir 
nach § 2 8. 10 den Ausdruck: 


295 2 En 3) 3 
2k — 8)! 20 
| (35) dE Жа 


(k—1) (2®—2) (&Е——1) (2k—2) 
а а 


d $ H H $ 
k—1)!(k— 2)! Ж 
MEN ee аса En 


BZ ды] 1) 
7" (090. (5—1) (H (2k—1) 
(1—87 (4 (So) Je (8) — 9 (So) Ф (So) ) 
Aus der Gleichung: 


- (k) Р (0) 
ga! (S0) 9, (So) + 9 (So) 9 (80) = 0 


одег: 


folgt entweder: 


CH Cal 
П 9» (So ' АЕ ААО 
9 (So) Ce mem? 9 (So) а рз 
9, (So) + 9, (8) 9, (8) + Ge (8) 
oder: = D 
LEI (*) 
— 0» (5o) 9 (5o) 


! EPEAN Ш ы кы == 

9 (So) = ma gi 98 (so) Ce Ser H 

Ia (So) + 9 (8) 9, (8) + 9 (8) 

wo, wie beständig in unserer Darstellung, das Wurzelzeichen eine 


positive Zahl anzeigt. Wenn wir mit д das Vorzeichen des Ausdrucks: 


А (k) - (k) 
91 (So) 92 (80) — 9 (80) 91 (So) 
bezeichnen, haben wir stets: 


39.6 ) —,( ) 

2 ‘20 1 So 

gi! (5) = -o У g(s) = ao 
9 (8) і 93 (8) 9, (8) } 93 (80) 
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Setzen wir diese Ausdrücke in die Bedingung: 


2 A an) o (2%—1) 
OSCH (9: (80) 9, (80) + 0» (80) 92 (80) )+ (кту D ) X el +9 al ео 
ein, so folgt: 
@—) mm. (88-1) _ бөр оу D "Zo Su 
g(s) 9» (80) — 9 (80) 0, (80) nme an J Cso) + 0» (8) | А 
womit sich ergibt: 
в = ð (sgn (0—8) (E 8). 
Diese Bestimmung steht im Einklang mit der oben für о; gefun- 
denen, da д im Falle k=2 mit dem Vorzeichen von о übereinstimmt. 
Um die Evolventen in der Umgebung solcher Punkte 
zu untersuchen, die außergewöhnlichen Punkten der Ab- 
bildung der gegebenen Kurve auf die s-Gerade entsprechen, 
müssen wir zuvor auf eine Unstetigkeit hinweisen, die aus der aus- 
schließlichen Anwendung der Gleichungen: 


E = g, (s) + (т—5)ду (з), n = 9(8) + (т — 5); (8) 

für den Fall sich ergeben würde, daß die gegebene Kurve eine oder 
mehrere Spitzen besitzt. Es bedeutet nämlich g,'(s) den Kosinus, 
0» (8) den Sinus des Winkels а, den die einem wachsenden s ent- 
sprechende Halbtangente mit der positiven x-Achse bildet. Von 
diesem Winkel wiesen wir nach, daß er an einer Spitze einen Sprung 
von der Größe x macht Ist daher an einer Spitze die Zahl т — s 
von Null verschieden, so werden auch E und n an der Stelle s unstetig. 

Um diese Schwierigkeit zu beseitigen, bemerken wir, daß in 
unseren Ausgangsgleichungen: 


EIERN, + 
die Kurve (Ё, 1) als eine Trajektorie der positiven Halbtangenten der 
gegebenen Kurve erscheint. Eine Trajektorie der negativen Halb- 
tangenten wird durch die Gleichungen: 

H = (5) — éise (5), 17 = 9(8) — 10(8) 9 (5) 
dargestellt. Damit sie die Tangenten der gegebenen Kurve senkrecht 
schneide, muß ı'(s)= 1 sein, und das ergibt: 

p(s) =s +r. 


Es entsteht nun die Frage, unter welchen Umständen eine Tra- 


jektorie der positiven Halbtangenten die stetige Fortsetzung einer 


Trajektorie der negativen Halbtangenten darstellt. Zur Beantwortung 
dieser Frage fassen wir einen Wert s, ins Auge und setzen s=s,+48,. 
Benutzen wir für ein negatives As, die erste Darstellung, so kommt: 


50 ар 4%, = Or (Sa + 45) Ar (т==8;— 480) 0. (8. + 28%), 
Na F ANo = 92 (So + 280) + (®— So — 480) 9: (So + 28). 
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Für ein positives 4s, liefert die zweite Darstellungsart: 


Es + AB = 2, (So + 480) — (So + Ав, + т')д,/ (So + 238), 
о + 20 = 0» (So + 4S0) — (So + 285 + т') 9 (So + 280). 
Wenn dem Werte s, auf der gegebenen Kurve keine Spitze entspricht, 


also v ungerade ist, haben wir sowohl für ein positives wie für ein 
negatives 2/5, die Grenzgleichungen: 


Lim 9,'(s,+4s,)=cose, Lim 9, (8,4 48,) = sin «. 
(2,0) (4ь= 0) 


Damit Stetigkeit im Punkte s = s, stattfinde, muß Ё, = £, no = 10 
sein, d. h. т = — т, und die erste Darstellungsart ist von der zweiten 
nicht verschieden. 

Wenn aber dem Wert s, auf der Ausgangskurve eine Spitze ent- 
spricht, also v gerade ist, haben wir bei negativen 4s: 


Lim g,' (84+ 280) = — сове, Lim 0, (84+ 28) = — sine, 
(4ь—=0) (4=0) 


bei positivem A8. 
Lim 9, (So + 25) = cosa, Lim 9, (5, + 25) = sin« 
(285—0) (4.=0) 


Damit &=&,, no = N; werde, ist т = т — 2s, zu nehmen. Alsdann 
ergibt sich für ein negatives 43: 

Eo + 4& = 9 (So + 450) + (т — So — A8) 9, (So + 48,), 
für ein positives 45: 

Ea + 4&, = 0, (So + 28) — (т — So + 4580) д (5 + 8). 


Wir können unter Anwendung der Bezeichnung 4,3, = tA Sy 
beide Fälle durch das eine System: 


Eo 4- 4% = 9, (So + 45) — (T — So + As) "1, + 48), 
No + 210 = 9 (So F 280) — (© — Sa + 41 80) 87—109 (8 + 280) 
darstellen. 

Um eine Evolvente in der Umgebung eines Punktes, der einem 
außergewöhnlichen Punkt der Abbildung der Ausgangskurve auf die 
s-Gerade entspricht, zu untersuchen, ist nach dem Vorigen der Fall 
eines ungeraden v von dem eines geraden v zu unterscheiden. Wir 
schreiben fortan s statt s,, Ё statt &,, 7 statt т, und erhalten für 


ein ungerades v, wo et gleich + 1 ist: 
7+4 


E + 28 = 0.(8) + 0ь(5) 48 + gals) 48 ” +- 


+ (@—з— 48) (дв) +”1^(8)4з” +) 
so daß: 
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742—1 
1 (т) доа Ee 
+4 
+ (59. 9+ de (—s)g, ЁК у, Р e 


woraus sich die Entwicklung von dy unmittelbar ergibt. 
1 


ai = 


Ag = Wee +... 


Setzen wir 4s” =h, во ist hiermit die Umgebung des Punktes 
(ë, n) der Evolvente auf die h-Gerade abgebildet. 
Wenn т — s = 0, erhalten wir: 


(w+4+m) 
E { ) __ @+1+т)!@+т) 
0 v 


ат" ), 91,2+m(8), 


somit: 
v+? v+i+m v+- 4А т 
аа Ce E 


d H 
(der ат t+ıtm wtf н), 


Dis Litti 
EEE (A, (8) ga, 24m8) — @1@) О); 


Aus den im $ 5 8. 21 gefundenen Bedingungen: 
910(5) girls) + 90(8) 92„(5) = 0, (nA, 2+1,...24—1) 
folgt, daß die Determinante: 
912(8) 9,a4m(S) — 922(8) 91,2+m(S) 
verschwindet, solange m <A—1. Aber die Determinante: 
912(8) 92,22(8) — 92(8) 91,22(8) 
ist von Null verschieden. Aus der Bedingung: 
Iro(S) 912(8) + 9e0(8) 922(8) = 0 
folgt nämlich, wenn p einen Proportionalitätsfaktor bezeichnet: 
Mols) = р0з1(8), 9(8) = — 0912(8). 
Setzen wir dies in die $ 5 8. 21 gefundene Bedingung: 
2v(v +23) (9,0(8)91,22(8) + 0 (8) 9,2 (8)) + @+ 2)%(д(8)* + де (5)°) = 


ein, so entsteht: 


Za ptn +22 (012(8) 9%,22(8) —9ва(8)9,22(8)) — (2-4)? (:2(8)%-+.922(8)8)=0. 


Wir haben aber angenommen, daß die Zahlen o: (5) und ge: (5) 
nicht zugleich verschwinden, es kann daher die letzte Gleichung nur 
bestehen, wenn die fragliche Determinante von Null verschieden ist. 
Für die bei der Abbildung der Evolvente auf die h-Gerade an der 
betrachteten Stelle auftretenden kennzeichnenden Zahlen >' und A 
ergibt sich demnach v'=v + 4, Ass А. 

Ist A ungerade, so besitzt die Ausgangskurve an der betrachteten 
Stelle eine gewöhnliche Tangente, die Evolvente eine Hellebarden- 
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spitze mit dem Krümmungshalbmesser Null. Ist A gerade, so besitzt 
die Ausgangskurve an der betrachteten Stelle eine Wendetangente, 
die Evolvente eine solche mit dem Krümmungshalbmesser Null. 


Wenn т – 5 2 0, erhalten wir, solange m < v — 1: 


8) 91,2+m(8); 


( AEN (A + m)! nn te — 
аз уо 


aber für m >v: 
KA Dal 
m 
SEL g I (A +m—V) 91,24m—r(S)+(A+Mm+V)(T-5)g1,2-4m(S)}- 


Die Determinante: 


24+ т 
EC 4 б^ Se а & | 
аһ din an dal, 


nimmt für m < v — 1 die Form an: 


Al (А 1 v+ 2 
14+) ri LCE: EM Ca ele, (lg Ae (8) — o af т(8)), 


und für m> v die Form: 
URL Lä, g) 
y? 


e (a + m — 0) (0,2:(8)98,2+-т-»(8) — 9,28), (9) 
+ (v +å т) (т — s)(91,2(9)9,24m (8) — GE 


Ist nun 4 <v — so zeigt die erste Form, ist A>v, so zeigt 
die zweite Form, daß A der kleinste Wert von m ist, für den die 
Determinante A nicht verschwindet. 

Die kennzeichnenden Zahlen v' und 4' werden hier beide gleich 4. 
Bei ungeradem A haben Ausgangskurve und Evolvente in den dem 
Wert s entsprechenden Punkten eine gewöhnliche Tangente; bei 
geradem A besitzt die Ausgangskurve im betrachteten Punkt eine 
Wendetangente, die Evolvente im entsprechenden Punkt eine Schnabel- 
spitze. 

Für den Krümmungshalbmesser о, der Evolvente erhalten wir 
nach $ 2 8. 10 die Gleichung: 


®+®* (VnF F m) 
` з»(ә+9®(д;(®9з,з4 — (#4, ®) 
Aus den Beziehungen ($ 5 8. 21): 
910(8) gaa (S) + 920(8) 9е2(8) = 0, gils) + gals)? == 1 


Le al: 


folgt: 
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dis: Lei , (0) 09,0) 
en nn | 
Үлз®*+9з,@* "` VAF m 
wo d das Vorzeichen des Ausdrucks go(s)g21(S) — 90(5)912(8) be- 
deutet. Setzen wir dies in die а. а. О. gefundene Bedingung: 


2v(v + 22) (0(8) 91,22(8) + дзо(8) дә, зл (8) 
(Е 4)? (g12(5)? а= ROJ) = D 


ein, so erhalten wir: 


2v(v + 21)ð(g1a(8)92,21(8) — 922(8)91,22(8)) 
о Иа + йыб? 0, 
infolgedessen ergibt sich: 
0: = ölsgn (т — 5))(т — 85). 


Wenn 2 = n, so ist nach § 6 6. 28 ô gleich dem Vorzeichen von о. 

Der Fall, daß » eine gerade Zahl ist, die Ausgangskurve also 
an der betrachteten Stelle eine Spitze besitzt, läßt sich genau so, 
wie der vorige Fall behandeln. An die Stelle von т- s tritt —(т—5), 
an die Stelle von As tritt As Ist hier т—5 gleich Null, so er- 
gibt sich v'= v + А, Us 4, d.h. es entspricht hier bei ungeradem A 
einer Hellebardenspitze der Ausgangskurve eine gewöhnliche Tangente 
der Evolvente, bei geradem A einer Schnabelspitze der Ausgangs- 
kurve eine Schnabelspitze der Evolvente. Ist т—5 von Null ver- 
schieden, so erhält man v'=4'=4. Hier finden dieselben Arten des 
Entsprechens statt, wie bei т — s = 0. Der Krümmungshalbmesser 
der Evolvente wird absolut genommen gleich dem Abstand der sich 
entsprechenden Punkte (x, y) und (#, n). 


90(8) = 


§ 10. Die einer Kurve parallelen Kurven. 


Zwei Kurven heißen einander parallel, wenn jede Nor- 
male der einen auch eine Normale der anderen ist. Die zu 
einer gegebenen Kurve parallelen Kurven lassen sich daher als die 
senkrechten Durchdringungskurven der Normalen der gegebenen Kurve 
auffassen. Die Gleichungen einer beliebigen Durchdringungskurve 
dieser Normalen sind: 


® = g(s) — IA, у = 9 (8) + Ф (5), (5). 
Beschränken wir die Werte von s auf einen Bereich, dem nur 
gewöhnliche Punkte der Abbildung der gegebenen Kurve auf die 
s-Gerade entsprechen, so liegt die Durchdringungskurve senkrecht zu 
den Normalen, wenn: 
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d d 

да (8) — Zg) = 0 
ist. Dies ergibt ф'(5) = 0, so daß die Gleichungen: 

= = д, (5) = то, (8), 1] == 9(5) Se Ttg, (5) 
für ein konstantes т eine Parallelkurve der gegebenen Kurve dar- 
stellen. 
Wir untersuchen zunächst die Umgebung eines solchen 

Punktes einer Parallelkurve, der einem gewöhnlichen Punkt 
der Abbildung der Ausgangskurve auf die s-Gerade ent- 


spricht. Die Umgebung des dem Werte s entsprechenden Punktes 
einer Parallelkurve wird durch die Gleichungen: 


E + 48 = д,(5 + 45) — т9 (5 + 45), 
n + 4л] == g(s + 45) + тд,'(5 +45) 
dargestellt. Wir erhalten daher im betrachteten Fall: 


45-9, (948 ER — roH) At 


1 
= ARE + rH) Ae 2 


Wenn k> 2, besitzen die kennzeichnenden Zahlen v' und A die 
Werte Eins und k — 1, denn man hat: 


g (8)9,09(8) ar MOLAO) =0, EN (5) о,® + (в) Ar EA (5) 0;® + tel = 0, 
HD + ër" "ell — дь (5) (0,®(в) — то,®+®()) 

= g, (8)g® (8) — (5) 04 ® (в) 2 0. 

Einer Wendetangente der gegebenen Kurve entspricht 
hier eine Wendetangente der Parallelkurve; einer statio- 
nären Tangente der Ausgangskurve entspricht hier eine 
stationäre Tangente der Parallelkurve. 

Wenn k=2, besitzt о einen endlichen, von Null verschiedenen 
Wert. Dann ergibt sich: 


4 = (1 = 2) д, (8) 48 + a Loire) FA rga" ($)) 48° Tr“ 


41 = (1 -:) 9 (8) 28 Zb S (.'®) дё т" (5)) 48° 3:06 


und man hat: 


dE dy duch 1 (1— 1). 

ds dei ds d? о о 
Falls т von dem an der betrachteten Stelle der Ausgangskurve 
geltenden Wert von о verschieden ist, erhalten wir an der ent- 
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sprechenden Stelle der Parallelkurve eine gewöhnliche Tangente und den 
endlichen, von Null verschiedenen Krümmungshalbmesser (sgn о)|о—т. 
Falls aber т = о, ist die Untersuchung bedeutend verwickelter. Um 
die Sache zu erledigen, differenzieren wir die Gleichungen: 


oi (8) E Д e, Ciy ы E 


wiederholt nach s. Bedeutet n eine ganze positive Zahl, so folgt: 


Ar 1 
MOET GE агре ag AR, 
1 
(2n) VE 
E E O, 
2 1 
(8+1) Е 
ИД (5) 98 ()—- FRI есе „+ (— Tan 9 E 
n+ ar —1 1 


CEET 


Hier sind die nicht hingeschriebenen Glieder sämtlich mit Ab- 
leitungen von 1 nach s multipliziert. 

Ist die niedrigste, an der betrachteten Stelle nicht verschwindende 
Ableitung von 1 von der ungeraden Ordnung 20 — 1, so erhalten 
wir die Entwicklungen: 


EZE 
e 
4g = — ER SE '(5) 52" 1 gs?” 


а?" 12 1 а?" 
МЕЗЕ я у len 5 


aar-ıl 
о 2 
KE (2 CAO 1”°—1 4s?” 


ar! 1 2n 1 
1 1 
CS. 4 2n+1 
ER с 1 мө) Ы т: 
Für die kennzeichnenden Zahlen ergibt sich v' = 2n, ! = 1. 
Der Krümmungshalbmesser о besitzt an der betrachteten Stelle 
weder ein Maximum noch ein Minimum, die Parallelkurve besitzt 


eine Hellebardenspitze mit dem Krümmungshalbmesser Null. 
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Ist die erste nicht verschwindende Ableitung von 1 an der be- 
trachteten Stelle von der geraden Ordnung 2n, so entsteht: 


4%" 1 


ре. ! 0 2n+1 
48 SE Ce GA 5) ES 45 


( дет а?" 
д Wet e | двзп+Е% +... 
(@n +2)! 09 (8) Ant) + д» (8) ап DO 


Ain ® 
ei ds 2n+1 


== 095 (5 


rer 


( aar+ı dat 
1 с Ў 
Wen HG N) an e) ле наас. 


Hier besitzt дег Krümmungshalbmesser о an der betrachteten 
Stelle ein Maximum oder ein Minimum; die Parallelkurve besitzt an 
der entsprechenden Stelle eine gewöhnliche Tangente und den 
Krümmungshalbmesser Null, da v' = 2n + 1, Al = 1. 

Bei der Untersuchung der Umgebung eines solchen Punktes einer 
Parallelkurve, der einem außergewöhnlichen Punkt der Abbildung 
der Ausgangskurve auf die s-Gerade entspricht, ist der Umstand zu 
beachten, daß die positive Halbuormale an einer Spitze der Ausgangs- 
kurve einen Sprung von der Größe x macht. Wir haben daher für 
eine solche Umgebung die Gleichungen: 


E+ 4E = g(s + 25) — "1709, (8 + 45), 
n + An = g(s + 48) + trg (8 + 48) 


zu benutzen, die eine einfache Bestimmungsart der Zahlen Ai und A 
nicht zu liefern scheinen. 


5 11. Beispiele. 


In der „Analyse des infiniments petits“ (Paris, 1696) teilt der 
Marquis de Hospital Beispiele für Wendepunkte und Spitzen mit 
den Krümmungen Null und Unendlich mit (Sektion V, Nr. 88), die 
wir eingehender betrachten wollen (Nr. 1—6) bei unwesentlicher 
Veränderung der l’Hospitalschen Bezeichnungen. 

1. Die Kurve mit der Gleichung 


у = 17 
besitzt im Punkte х = 0, у = © eine Wendetangente mit zwei un- 


endlich fernen Krümmungsmittelpunkten. Ersetzen wir nämlich die 
Kurvengleichung durch die beiden Beziehungen: 
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2 = {, y= De 


so finden wir für den Punkt (t = 0) v = 1, 4 = 2, was nach $ 1 für 
eine Wendetangente kennzeichnend ist und nach $ 2, weil 4—v 
ungerade, auf zwei unendlich ferne Krümmungsmittelpunkte führt. 


Bei Benutzung der Bogenlänge als unabhängiger Veränderlicher 
erhalten wir: 


ER VE 


Жез; 5 ОУ 
t= 218 = AS p-s 
somit: 
9 
9.(48) = 45 a 


% (48) = 28 — = Ask 
also wiederum: v = 1, 4 = 2. 
2. Die Kurve mit der Gleichung: 
0° 15 


besitzt im Punkt z = 0, у = 0 eine Wendetangente und den Krüm- 
mungshalbmesser Null. 


Ersetzen wir nämlich die letzte Gleichung durch die Beziehungen: 
et, у=, 
so wird für den Punkt (t= 0): v = 3, 2 =2. 


Der Übergang zur Bogenlänge a unabhängiger Veränderlicher 
ergibt: 


ne? 259849 = 1+ 2911 ..., 
0 
1 
t= ds? +. 
5 
9.028) = Аз + glAN) = Aafen 
also wiederum: v = 3, 4=2. 
3. Die Kurve mit der Gleichung: 
у = 23 


besitzt im Punkte = = 0, у = 0 eine Hellebardenspitze mit dem 
Krümmungshalbmesser Null. 
Nehmen wir statt der vorigen Gleichung: 


Bei, NE, 
so folgt für den Punkt (t = 0): v = 2, 5—1. 
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Ferner: 
t 
9 
As KEE 9149 = (+ 1+), 
1 


= Ae + +} 
also: 2 
2.018) = ASt: (28) = 2,84: 

und damit ebenfalls: v = 2, 21 = 1. 

4. Die Kurve mit der Gleichung: 

y= 25 

besitzt im Punkte 2 = 0, у = 0 eine Hellebardenspitze und zwei un- 
endlich ferne Krümmungsmittelpunkte. 

Ersetzen wir obige Gleichung durch die Beziehungen: 

сан t, {= t, 

во folgt: v= 2, 4 = 8. 

Beim Übergang zur Bogenlänge ergibt sich: 


Ae [VERF BR a8 elei Bei 
0 


somit: ; 
t= Д,8% +4..., н 
2028) Ak: (48) = 4,5? SA 
also wiederum: v = 2, 4 = 8. 
5. Die Kurve mit der Gleichung: 
у = 2% 


besitzt im Punkte x = 0, y = 0 eine gewöhnliche Tangente und einen 
unendlich fernen Krümmungsmittelpunkt (stationäre Tangente). Nehmen 
wir statt der letzten Gleichung die folgenden: 


s=t, у = tf, 
so wird: 
vol de 


Ebenso hat man: 
g (4s) = 18 +s ф (28) = 48%. 
woraus wieder > = 1, 4 = З folgt. 
6. Die Kurve mit der Gleichung: 
03 = дў 


hat im Punkte x = 0, у = 0 eine gewöhnliche Tangente und den 
Krümmungshalbmesser Null. 
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Nehmen wir zur Befriedigung obiger Gleichung: 
= Ё, y = Ё, 
so wird v = 8, 2 = 1. 
Der Übergang zur Bogenlänge liefert: 


EE EE 


1 
Еа 


д, (478) = 48 +s (Is) = 458 + 
also wieder: v = 3, 4 = 1. 
T. Stellen wir eine Ellipse durch die Gleichungen dar: 
2 =acost, y=bsint, 
wo a œb sei, und а — b? gleich e? gesetzt werde, so erhalten die 
Gleichungen ihrer Evolute die Gestalt: 
а= © cost, y= — вш? É 
Nun ist: 


3 7 
cost = d == be rs 
віп = 4..5, 


woraus unmittelbar hervorgeht, daB für і = 0: у = 2, 1 = 1. Die 
vier Spitzen der Evolute sind Hellebardenspitzen mit dem Krimmungs- 
halbmesser Null. 


Man hat: 
dx. Зе? ` d Зе? . 
иби ~ eos?tsint, zn уа сс sin?tcost. 
Wir beschränken die Werte von £ auf den Bereich — S 2С <$ 


und schließen zunächst den Wert {== О aus. Da: 


ал, 
dt — cos?tsint 
ne m = 3 
dz,\?, CDA ү EE 
ү E + Kal а |/ cos?°t sin d Fr 4 1 ) 
dy, 
dt — sin?°t cos t 


—_ т - H 
dai, /dy,\? Vs cos?t  sin®t 
V( zl + Ka b ніше оов" ( 23 + Бї ) 
so erhalten wir für die Richtungskosinus der positiven Halbtangente 
bei positivem {: 


— cost ; — вір Ё 
—› 80 OG = 


EE E E nt \ 
cos?t  sin®t cos?t  sin®t 
Va + Tr шы Кот a 


cos O = 


bei negativem #: 
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cost З sin ¢ 
cos OG = BEE ГЕТ sın OG = ee 
сов sın сов sın“ 
et Va + 


Um die Ellipse als eine Evolvente ihrer Krümmungsmittelpunkts- 
kurve darzustellen, haben wir die Bogenlänge der letzteren zu be- 
rechnen, die wir mit ø bezeichnen wollen. Wir betrachten cieselbe 
als mit £ wachsend, und ihr Nullpunkt gehöre zu dem Werte t = 0. 


Dann folgt: 
cosit , віш? 0° 
ШШ 3 
Wenden wir die Bestimmungsgleichungen: 


Ё = 0.(6) + (т — 6) lo), n = ф„(в) + (т — 6)9 (0) 


unter der Voraussetzung eines negativen 2 an und nehmen т gleich 


b? = gë 
т? 80 ergibt sich: 


сов? і EM 


лда 2 
8 = = с08%# + ab (= - + = ir ) сові = acost, 


cos?t sin? t 


+ т) sint = bsint. 


2 
1] =— зш + le 


Die Parallelkurven der Ellipse werden dargestellt durch die 
Gleichungen: 


i = (a — E п= (0 – аа S .) sin t. 


YVa?sin?t-+ b? сов? Va*’sin?t-+ b?cos!t 


Wir untersuchen die Parallelkurven in der Umgebung der dem 
Werte t = О entsprechenden Punkte. Man hat: 


з 
a?sint + b?cos?t = b? + et — А+ Se 


(a’sin?t + 020820) = + = o EE а РИЧИ .) 


\ 2b? 24 bt 
daher: 
22 ГЕ, 4 
ar 0?) з ушш де ы е it E $ 
_b—ar Brae’ — 0100 ra) з 
as E ай 
Für t=0 ist: 
dë o dn —ат 
Ca Ce 


Solange 0 — ат > 0, ist die positive, d.h. einem wachsenden t 
entsprechende Halbtangente in den zu t= 0 gehörenden Punkten der 
Parallelkurven parallel der positiven %-Achse, solange b?—art < 0, 
parallel der negativen y-Achse Für A — ат = 0 erhalten wir: 
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ёл Зае? 


== — S EA 


e? 


litten 
d. h. v = 3, 4=1. Dem Werte Ё = 0 entspricht hier eine gewöhn- 
liche Tangente und der Krümmungshalbmesser Null; der Kurven- 


punkt fällt mit der in der positiven x-Achse liegenden Spitze der 
Evolute der Ellipse zusammen. 


| 
oi 
N 
Kita 


б 
УЕН 022 
хуй кы, 


295 


ZI ҮГ А 


КУАУ И АТАР 
ХРА 
Ас 
DÉI 
H vi N 


Fig. 11. 


Für den Krümmungshalbmesser der Ellipse ergibt sich: 
15 (Va*sin?t+ b" cost} 
en ab й 
do Зе?віпёсозї de 3e°cos2t 


== —j mas = 


ds ab dei  abYa’sin*t+ b*cos®t’ 


er besitzt also an der Stelle #= 0 ein Minimum von der Größe 2, 
Der Krümmungshalbmesser der zu т gehörenden Parallelkurve besitzt 


an der Stelle ї = 0 den Wert GE — т | Der entsprechende Krüm- 


v. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 4 
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2 
mungsmittelpunkt beschreibt, wenn т von — oo bis = läuft, den 


zwischen den Punkten (x = — оо) und Le — gd liegenden Tal der 


&-Achse; wenn aber т von a bis + oo läuft, beschreibt e den 


zwischen den Punkten ( -°) und (2 = + оо) liegenden Tel der 
x-Achse. 
In der Figur 11 ist außer der Evolute der Ellipse noch lie zu 


2 
т= 7 gehörende Parallelkurve, sowie eine weitere, die zu einem 
2 2 
zwischen 2 und E liegenden т gehört und vier Hellebardenspitzen 


besitzt, gezeichnet. 

8. Wir führen ähnliche Betrachtungen für die Parabel, deren 
Gleichung у? = x ist, durch. Ersetzen wir die Gleichung der Farabel 
durch die beiden folgenden: 

Bel, = 
so ergibt sich für den Krümmungshalbmesser der Parabel die Be- 


ziehung: En 
е1 (угғай), 
Die Gleichungen der Evolute der Parabel sind: 
DEE +36, у=—4°%, 
diejenigen der Parallelkurven der Parabel: 


er, 2{т 


турай die урав 


Wir untersuchen die Parallelkurven zunächst in der Umgebung 


= 


der dem Werte t = О, sodann in der Umgebung der dem Werte t = S 
entsprechenden Punkte. 
Man erhält, wenn ë und o nach Potenzen von ¢ entwickelt werden: 


DEER E Oe EIERE DEER 
л == (1+ Zeit — 4718 12205... 


Solange 14+ 2т > 0, sind die dem Werte t = 0 entsprechenden posi- 
tiven Halbtangenten der Parallelkurven parallel der positiven %-Achse, 
so lange 1+2r<0, sind sie parallel der negativen y-Achse Der 
zu Ё = О gehörende Punkt ist nur dann ein außergewöhnlicher Punkt 


der Abbildung auf die {-Gerade (oder y-Achse), wenn т = — = Dann 


ergibt sich v = 3, A=1. Der entsprechende Krümmungshalbmesser 
besitzt den Wert Null, während eine gewöhnliche Tangente vorliegt. 


Für die Umgebung des Wertes — setzen wir t = Е + і, und ent- 


1 
wickeln Ё und n nach Potenzen von і. Es ergibt sich: 
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аът a +) 


ү? 2 2 
ТЕ А 82% РСА, ФА ура E АР 
рехт KE (i зү)" yat 
dE GE i)i t sët: 


Solange 1+ Lë > 0, bildet die positive Halbtangente der Parallel- 
kurven in den dem Werte t = 0 entsprechenden Punkten den Winkel 
1, solange 1+ Lë <0, den Winkel ж + z mit der positiven 
x-Achse Für т = — К ү? ist т = о, und man hat: 

5 3 1 1 3 3 
= ша Тат ө Heer 


also v = 2, 4 = 1; es liegt eine Hellebardenspitze und der Krümmungs- 
halbmesser Null vor, die Spitze befindet sich auf der Evolute. 


N 


Fig. 12. 


In der Figur 12 ist die Evolute der Parabel, ferner die zu t = — ы 


2 
gehörende, und eine zu einem т < — H gehörende und zwei Hellebarden- 
spitzen besitzende Parallelkurve der Parabel gezeichnet. 


4* 
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9. Bei einer Zykloide nehmen wir den Halbmesser des rollenden 
Kreises gleich 1 und benutzen die Gleichungen: 


z=t—sint, y= 1 — cost. 
Hier ist: 


d ? 
—— = 1 — cost, sin t; 
somit ist der zu {= О gehörige Punkt ein außergewöhnlicher Punkt 
der Abbildung der Zykloide auf die i-Geradee Für absolut ge- 


nommen hinreichend kleine Werte von ¢ erhält man: 
t 


t 
Gees ees GN, з t 
45 -fyz (1 — arena nt) 


= 1 
somit: =YV24,8°’+---, 
folglich: 


ә 3 
MaB да+. AN да+ 


Die Zahl v ist hier gleich 2, die Zahl A gleich 1; es liegt also eine 
Hellebardenspitze mit verschwindendem Krümmungshalbmesser vor. 


Für die Evolute der Zykloide erhalten wir: 
sf kamt, y = — 1 + cost. 

Setzt man ¿= л + t, so kommt: 

ж,==л-+,—вїпһ/,‚ „=—2+1-— cost, 

Die Evolute ist daher der gegebenen Zykloide kongruent und 
entsteht aus ihr durch eine Verschiebung längs der positiven x-Achse 
um die Strecke л und eine solche längs der negativen y-Achse um 
die Strecke 2. 

10. J. Binet bemerkte (Comptes rendus de l’Acad.d.sc. Paris, 1841, 
Ва. 12, 5. 485), daß es auch Kurven gibt, die mit ihrer Evolute zu- 
sammenfallen, nämlich eine Art von logarithmischen Spiralen. 

Wir nehmen: р 

z=rceost, y=rsint, 
und suchen den Radiusvektor r so als Funktion des Winkels ¢ zu 
bestimmen, daß die Kurve die Radien unter einem konstanten Winkel 
schneidet, dessen Tangente % sei. 

Man hat: 

da H dé dy dech 
Set cost — r sin é, SEH Sint + rcost, 

. a 

somit: k = tg (« — t) = 


Zwischen den Polarkoordinaten r und ї besteht daher die Gleichung: 
D 


= К 
r =ne"; 


wo r, größer als Null ist und den Wert von r für t= 0 bedeutet. 
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Man erhält jetzt: 


= Se LG sint + cos d 


dy 


t 
“fi ; 
I goë (х cost — sın )), E 


k 


` 2j 2 РА 
а (БЕ 1) cost — ы sin ), а (n 1) вш? + $ cost), 


2: 
dx ау ау а И 
uw de аа 0° (p+ 1). 


Für den Krümmungshalbmesser ergibt sich die Gleichung: 


t nee 
е-е, 15 


er ist also proportional r. Für die Evolute findet sich: 


A d 
—zsint, ж = 7 cost, 
woraus hervorgeht, daß auch die Evolute eine logarithmische Spirale 
ist. Nehmen wir k >O, so ergibt sich für die Polarkoordinaten 7; 


und і, der Evolute: 


% = 


nz 4=t+7 


Der Halbstrahl, welcher den Radiusvector ғ, enthält, trifft die 
gegebene Spirale in unendlich vielen Punkten, welche zu den Polar- 
winkeln ¢ + == 2пл gehören, wo n eine ganze positive oder 


negative Zahl bedeutet. Die zugehörigen Werte von r sind gleich 
+ (+ т — nz) 
2 


rae? Soll r, mit einem dieser Werte von r zusammen- 
fallen, so muß sein: 
i 1 л \ 
Ku er (+2 за) 
k H 
oder: 
4n—1 е 
ee EN 


Nehmen wir v als positive ganze Zahl, so ergibt die vorstehende 
Gleichung für Ё einen positiven Wert, der größer wie 1 ist. Damit 
ist gezeigt, daß eine Kurve mit ihrer Evolute zusammenfallen kann. 

11. l’Hospital zeigte (Analyse des inf. pet. Section V Nr. 82), 
wie man aus einer Kurve mit einem solchen Wendepunkt, für den 
zwei unendlich große Krümmungshalbmesser vorhanden sind, eine 
zweite Kurve herleiten kann, bei der der fragliche Wendepunkt ein 
solcher mit verschwindendem Krümmungshalbmesser ist. Hat die 
Kurve BOA (Fig. 12) in О einen Wendepunkt, so lege man einen Faden 
auf BO und ebenso einen Faden auf OA. Die Abwicklung beider Fäden 
von О aus erzeugt die Kurve BO A, die offenbar іп O einen Wende- 
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punkt mit verschwindendem Krümmungshalbmesser besitzt. Wir 
wollen diese geometrische Konstruktion analytisch verfolgen, indem 


wir als Kurve BOA diejenige mit der Gleichung: y= S zugrunde 
legen. Die einem wachsenden x ent- 
sprechende Halbtangente dieser Kurve im 
| Punkte x, y besitzt die Richtungskosinus: 
| 


1 x? 
› Sin g= — 


E 


Cos = 


B A Sind daher 3, у' die Koordinaten eines 
Fig. 13. Punktes des Kurvenzugs O.B', so haben wir: 
0 
үе 1 xt EZ 
ай =+}-=—: /1+1{ 4, у= + ai Ar da. 
CS A 


Hier darf x nur negative Werte einschließlich der Null annehmen. 
Sind 2”, у" die Koordinaten eines Punktes des Kurvenzugs O A, 


во haben wir: 
Ei 
gei g’ gt 
TEE: da, у 2 iis 
IO 
0 


CA К рт EE 
үч 


wo д nur кз Werte, einschließlich der Null, annehmen darf. 
Dies zeigt, daß die Gleichungen für x’ und al die Koordinaten auch 
der im Zweige OAI gelegenen Punkte darstellen, wenn man für x 
auch positive Werte zuläßt. 

Unter der Bedingung: 2? < 2 können x und d nach ganzen 
Potenzen von & entwickelt werden, und man erhält: 


dat STEE EE E 


Kelt neg a- 


Hiernach ist: v=3, 4 = 2, so daß tatsächlich der Punkt 2 = 0, 
у' = © ein Wendepunkt mit dem Krümmungshalbmesser Null ist. 

12. Man verdankt l’Hospital auch die Unterscheidung der Spitzen 
in solche erster Art (Hellebardenspitzen) und solche zweiter Art 
(Schnabelspitzen). [Analyse des inf. pet. Section V. Nr. 109.] Eine 
Kurve mit einer Schnabelspitze erzeugt Hospital auf folgende Weise. 
Er legt auf das Kurvenstück BOA (Fig. 13), in dem О ein Wende- 
punkt ist, einen Faden und wickelt ihn von A aus ab. Ist der Be- 
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rührungspunkt des Fadens in О angelangt, so liegt der bewegliche 
Endpunkt des Fadens in der Wendetangente. Die weitere Abwicklung 
des Fadens zeigt, daß die Evolvente in der Wendetangente der Evolute 
eine Schnabelspitze besitzt. 


Wir wollen dies bei der Kurve mit der Gleichung y= Е: апа- 


lytisch verfolgen. Die «-Koordinate des Punktes A sei gleich Eins 
und die Bogenlänge OA gleich 6, so daß: 


1 
e Ју а 
0 


Für den zum Werte x gehörenden Punkt (e, у') der Evolvente er- 


halten wir: ? 
Ge = /V: + 542, 
Ce? 
р 5 
у = КЕ 
у, 
Aber: d 


1 2 
Гао Јр а-в. 
0 


x 


falls der absolute Betrag von x kleiner als Y2 angenommen wird. 
Damit ergibt sich: 
ск“ ‚ 25° ат) 27 
RK SH EE у = — 


Wir haben somit für den Wert z = 0: v=2, 1 = 2, sowie: 


GT ug FORD) — unt = Dei 


also nach § 2 6. 10: 
3! ei 
2-30? 


Es liegt eine Schnabelspitze mit dem Krümmungshalbmesser ø vor. 


812. Eigenschaften des Krümmungskreises. 


1. Schon l'Hospital (Anal. des inf. pet. Section V. Coroll. II Nr. 2) 
und Johann Bernoulli (Opera omnia Bd. 3, S. 432) erkannten, daß 
eine Kurve im allgemeinen von ihren Krümmungskreisen 
geschnitten wird. Man braucht bloß ein Kurvenstück mit dem 
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zugehörigen Evolutenstück zu zeichnen und die Krümmungskreise 
hinzuzufügen, um sich von der fraglichen Tatsache zu überzeugen. Zu 
ihrer analytischen Begründung betrachten wir einen Kurvenpunkt (s), 
in dessen Umgebung g, (s+ 4s) und Geist 4s) nach ganzen 
Potenzen von 4s entwickelbar seien, während der Krümmungs- 
halbmesser einen endlichen Wert besitze. Ein Kreis mit dem Halb- 
messer +r und einem, auf der zu s gehörenden Kurvennormalen 
liegenden, Mittelpunkt hat die Gleichung: 


(e = (9) + (9) (у — lei - rn. 


Die Zahl r ist positiv oder negativ, je nachdem der Kreismittel- 
punkt in der positiven oder negativen Halbnormalen liegt. Der zum 
Werte s + As gehörende Kurvenpunkt sei um eine Strecke mit der 
Maßzahl E vom Kreismittelpunkt entfernt, so daß: 


Е? = (g, (s + 28) — д,(в) + тө, (8) + (9(8 + 45) — (8) — гу, (OF 

к a, сы EE 

=r +(1-2)4s + 303 ds 15 + 

Es sei zunächst r von о verschieden. Ist dann 1 —— positiv, 
so auch E?’— r? für absolut genommen hinreichend kleine Werte von 4s. 
Jetzt liegt die Kurve in hinreichender Nähe des Berührungspunktes (s) 
ganz außerhalb des betrachteten Kreises. Ist 1 — negativ, so liegt 
die Kurve in hinreichender Nähe des Berührungspunktes innerhalb 
des Kreises. Für r= о und 16 20 beginnt die Entwicklung von 
Е? — r? mit der dritten Potenz von 4s. Auf einer Seite des Be- 
rührungspunktes tritt daher die Kurve in den Krümmungskreis ein, 
auf der anderen aus ihm heraus, d.h. der Krümmungskreis schneidet 
die Kurve. (Vgl. Mack, Archiv der Mathem. u. Phys., Teil 64, 1879, 
S. 182, wo der fragliche Beweis unter der Voraussetzung geliefert 
wird, daß die Kurve durch eine Gleichung von der Form у = Ф (х) 
gegeben sei.) 


2. Wird ein Krümmungskreis von den ihm benachbarten 
Krümmungskreisen geschnitten oder nicht? 

Der Mittelpunkt des zum Wert s gehörenden Krümmungskreises 
hat die Koordinaten: 


= 0\(5) — 09: (8), = 9 (8) + ой, (5). 


Der Mittelpunkt des zu s+ 275 gehörenden Krümmungskreises hat 
die Koordinaten: 


ж» = g(s + 28) — 019 (s + 28), %== ghs + 25) + оүд, (8 + 45), 
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wenn mit о, der Wert des Krümmungshalbmessers an der Stelle 
s+ ds bezeichnet wird. Die Potenzlinie beider Kreise hat die 
Gleichung in der Normalform: 


(228—2. — 2) (ж,— а) + (д1 — у,— h) (у, — 01) — 024-0, * 
2 V(@— х,)#-Е (у, — У)? 


Das vom Mittelpunkt des zu s gehörenden Kreises auf die Potenz- 
linie gefällte Lot besitze die Maßzahl + h. 


= 0. 


Dann ist: 
E 
ү (@,— 2)’ t (0, у,)* 
aber: 
d 1 
Ta — == — 9 (8) Ze oh? DNK + “> =) 25° 


а 
leo) no) 


(| 
nr) 
de 


0 


As 
1 1а d'o 1 2 
Hl) ar 
7 2 dọ d’ 
Le — 21) + (0 — 0) = (38) 45% + сее Ae 


1 /d?e\? ‚ 14о4°®%о 1 /de\? 
+ HE 3 ds dei 120? GI Jast + Ko 
аз 
- 4-4) OE Yy) Lei 706 de Dei +020484 S gads: )› 
folglich: 


don? ао ӣ?о d’o\, 4 „йо а?о 
2 d TESE AS H e == 2 "©з 
ар (zs) +e EG Gëltz Ze dë jet 


k= 
ан GVH Eben 
S o= 
М: 


Die Differenz h?— oi ist also für absolut genommen hinreichend 
kleine Werte von 278 positiv, wenn = von Null verschieden. Hin- 


reichend benachbarte Krümmungskreise schneiden sich im 
allgemeinen nicht. 


8. Es werde | 4s| als so klein vorausgesetzt, daß sich die zu 
den Werten s und s + 4s gehörenden Krümmungskreise nicht schneiden. 
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Ziehen wir nun vom Mittelpunkt des zu (s) gehörenden Kreises eine 
Halbgerade und drehen sie um den Mittelpunkt, so wird das zwischen 
beiden Kreisen liegende Stück der Halbgeraden einmal einen klensten 
und einmal einen größten Wert annehmen. Auf diese Weise werden 
zwei Halbgerade ausgezeichnet, und man kann fragen, welche Lage 
diese Halbgeraden im Grenzfall 4s = 0 annehmen. 

Setzen wir den dem Werte s entsprechenden Kurvenpunkt als 
gewöhnlichen Punkt der Abbildung der Kurve auf die s-Gerade voraus, 
und ist, wie früher, 


9 (8) = сова, 0, (5) = вір о, 
so stellen die Gleichungen 
ж = 1, + т сов (о +p), y=-y-+rsin(c+p) 


für veränderliche Werte von die fraglichen Halbgeraden dar, wenn 
т nur positive Werte erhält. Die dem Werte ф entsprechende Halb- 
gerade trifft den zweiten Kreis in einem Punkt, dessen Abstand vom 
Mittelpunkt des ersten Kreises durch die positive Wurzel der Gleichung: 


(д — 2, — т cos Le + ф)) + (Y — 1, — E sin (а + p) = oi 
bestimmt wird. Dies ergibt: 
т = (а — 2) сов (a + p) + (Y — Y1) sin (a + p) 
+ И (о n) cos (u+ ф) + De y)sin(a + pt’ 


wo die Wurzel, die wir kurz mit W bezeichnen wollen, positiv zu 
nehmen ist. 
Nun wird: 


(а — ж) cos (e + p) + (Ya — 1) sin (« + p) 
=cos p (9, (5) (2—21) + 9 Leite у ))—вїпф EN (8) (5—6) 0 Die ON 
cos ф dọ 


А de 
2 24 aigle 
20 ES Ek dE Eed › 


somit: 
de 
SE ER Eu 
У? = 0° + 205 28 + 

Um W selbst zu berechnen, hat man den Fall eines positiven о 
von dem eines negativen о zu unterscheiden. Nehmen vir an, daß 
die Bogenlänge s mit wachsendem x wächst, so ist о positiv, wenn 
die Kurve konvex, negativ, wenn sie konkav gegen die 2-А сһѕе ge- 
krümmt ist. Im ersten Fall entspricht auf dem zu s gehörenden 
Krümmungskreise der Berührungspunkt Р dem Werte = — 5, im 


zweiten Fall dem Wert 9-5 Verfolgen wir den ersten Fall, so 
ergibt sich: 
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W = ọ T Is о a 


4 а 2 
T—o=(l+sin Bee AEN 


Hieraus geht hervor, daß r — o bei absolut genommen hinreichend 


kleinem 4s und von Null verschiedenem Se sein Zeichen nicht ändert, 
so lange sin ф von — 1 verschieden ist. Aber bei sin фр = — 1 zeigt 
sich mit Hilfe einer genaueren Rechnung, daß: 
1 de 3 
Wed, el e Р» 


somit besitzt unter der angenommenen Beschränkung von 4s die 
Differenz т — о das Vorzeichen von 40 Д5. Wir sehen also im Ein- 


klang mit der vorigen Bemerkung 2., daß der zu s + 4s gehörende 
Krümmungskreis den zu s gehörenden umschließt oder von ihm um- 


schlossen wird, je nachdem 26 48 positiv oder negativ ausfällt. 


Da: 
die — о) de д9 A8 
аа е 7 48 + Ze 25°. 
ed) ` 
we gut ане re 


so ergibt sich, daß die Werte von ф, welche ein Maximum oder 
ein Minimum von т — о ur der Gleichung: 


сов p 96 tpt st = 0 


genügen. Wir erhalten für hinreichend kleine Werte von | 4s | ein 
Maximum oder ein Minimum, је nachdem für einen der vorigen Gleichung 
Й Gel 


genügenden Wert von ф der Ausdruck — sin e D дв negativ oder 
positiv Zn Die Werte von Фф, um die es sich handelt, lassen 


sich durch + S+ 9 darstellen, wenn 9 eine mit 278 verschwindende 
Zahl bedeutet. Ist nun 26 As positiv, so ist т — о positiv, aber sin ist 
positiv für p = S + 9, negativ für ф = — > + 9. Daher haben wir 
bei o = + 9 ein Maximum, bei ф = — > + 9 ein Minimum von т— о. 

Wenn 7,48 negativ, во haben wir für о — т ein Maximum bei 


Фф = Z4 9, ein Minimum bei ф = — а + 9. Gehen wir mit 4s zur 
Grenze Null über, so rückt der Minimalpunkt in den Be- 
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rührungspunkt, der Maximalpunkt in den dem Berührungs- 
punkt diametral gegenüberliegenden Punkt des zum Wert s 
gehörenden Krümmungskreises. 

Derselbe Satz ergibt sich für ein negatives о. 

Selbstverständlich hätten wir die unter 2. und 3. gestellten 
Fragen auch durch die Betrachtung der unter 1. geschilderten 
/’Hospitalschen Konstruktion beantworten können. Da die Differenz 
der Krümmungshalbmesser zweier benachbarter Krümmungskreise 
gleich dem zwischen ihren Mittelpunkten liegenden Stück der Evolute 
ist, so fällt sie größer aus, wie der Abstand der Krümmungsmittel- 
punkte, die Kreise schneiden sich also nicht. (Р. G. Tait, Proceedings 
of the Edinburgh Mathem. Society. Ва. 14, 1896, S. 26.) Da ferner 
das Maximum und Minimum von (т— о) in der Zentrale beider 
Kreise liegt, und letztere bei abnehmendem | fs | in die zu (s) ge- 
hörende Kurvennormale übergeht, so ist auch die Richtigkeit der 
Bemerkung 3. ersichtlich. Trotzdem sind unsere analytischen Ent- 
wieklungen keineswegs überflüssig, Geben sie doch das wichtige 
Erkenntnis, daß der Minimalabstand mit 4s, der Maximalabstand 
mit 4s unendlich klein wird. Wir empfehlen dem Leser, die fraglichen 
analytischen Beweise unter der Annahme der Bogenlänge der Evolute 
als unabhängiger Veränderlichen durchzuführen. 


& 13. Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen einer Kurve. 

Wir betrachten einen gewöhnlichen Punkt P der Abbildung 
der Kurve auf die s-Gerade mit endlichem Krümmungshalbmesser. 
Durch den zu s + 4s gehörenden Punkt P'(x', vi werde eine Gerade 
parallel zur Kurventangente in P gezogen. Diese Gerade wird, da 
P kein Wendepunkt ist, die Kurve in einem dem Punkte P be- 
nachbarten Punkte P"(x", у") schneiden, welch letzterer zum Werte 
s + d's gehören möge. Wir suchen die Koordinaten des Mittelpunktes Р, 
der Strecke Р' Р" zu bestimmen. 

Da die Strecke Р'Р" der Tangente in P parallel liegt, haben wir: 


{д (8 +48) — 9, (s + 4's) |9. (8) — (9a (8 + 415) — 9: (8 + 4's) }д, (5) = 0 
одет: 
Ziel (5)0» (8) — д» '(в)д, (5)) (215° — ei 
+) — 0" (5)у (8) (4 — Ae + = 0, 
und nach Division mit 4s — Ad's: 


—з (4s + 4's) + бүз (48° + Дв Ae +4) +... = 0. 
Hieraus ergibt sich: 


Me Sn 
As 48+ 55 Те 28% 
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Für die Koordinaten z), у, des Punktes P, folgt: 
SÉ 1 
ж = (8) + уду (8) (48 + 4'8) +30" (5) (45% + А)... 
>58 ois de 9 (8) a 
= 6) + ( de SST Жн ia 


m= pal) + у 9 (5) (А# +15) F Ea (6) Let 068)... 


= (6) +(%© 4.99) Ae. 


Durch diese Gleichungen ist bei veränderlichem As eine Kurve 
bestimmt. 

Der Winkel o, den die dem Werte 275 = 0 entsprechende positive 
Halbtangente dieser Kurve mit der positiven z-Achse bildet, ergibt 
sich aus den Gleichungen: 


1 de 
сов а — 9. (8) аш '@) — д» (8) 
KAN el 
Kaes = са 7 j л 1 
Vis, 9 E + (v — 9 0) Vi E Л 
1 de 
a %' (8) + 9, Gg 
sin == — 9 (8) 198 ds 


ее = —% SC Lia _ Kä (29) +1 


Die in Rede stehende Tangente wurde von A. Transon (Journal 
de Math&m. [1] Ва. 6, 1841, 8.191) Aberrationsachse genannt. Der 
Name Deviationsachse ist auch gebräuchlich. Die Tangente des 


Winkels (« +3 - 9), den die Aberrationsachse mit der positiven 


Halbnormalen bildet, hat den Wert І E 


Wir sind auf den Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen haupt- 
sächlich deswegen eingegangen, weil die Reihen für x, und y, zeigen, 
wie notwendig die allgemeinen im $ 1 aufgestellten Voraussetzungen 
über den Bereich der Werte von sind, für die man die Funktionen 
х= (0), y= (lt) betrachtet. In unserem Falle vertritt 275 die 
Stelle von Г, x, und y, sind für die Umgebung der Stelle O nach 
Potenzen von t entwickelt. Trotzdem, daß die Entwicklungen von 
A%,, Ay, mit der zweiten Potenz von Ё beginnen, darf man nicht 
schließen, daß dem Werte {== 0 eine Spitze entspräche. Man darf 
nämlich der Zahl 4s nur positive oder nur negative Werte beilegen, 
da zu jedem hinreichend kleinen positiven 4s ein negatives Je ge- 
hört, das denselben Punkt (z; уу) liefert, und umgekehrt. Daher ist 
der Punkt 4s = 0 ein Grenzwert des für 4s geltenden Intervalls, 
und auf Entwicklungen für die Umgebung eines Grenzpunktes finden 
unsere Regeln keine Anwendung. 
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Stellen wir z. B. eine Ellipse durch die Gleichungen: 
z=acost, у= Веі 


dar, so hat die Gerade, welche parallel zu der im Punkte (z, y) 
berührenden Tangente durch den Punkt (x + Az, y + 4y) gezogen 
ist, die Gleichungen: 


Ё = acos (t + 4t) —hasint, n=bsin(t + At) + hb cost. 


Der zweite Schnittpunkt dieser Geraden mit der Ellipse möge 
zu dem Werte t + J'i gehören. Eliminiert man / aus den Gleichungen: 


соз (t + 1) — А зіп? = соз (t+ A't), від (t+ АЁ) +heost=sin(t+2't), 
so erhält шап St= — 4t, und damit ergibt sich: 

z 5 (cos (t 4 АЁ) + cos (7 — 4) = а cost cos A t, 

» = 2 (sin ({ + 4t) + sin (t — 4t)) = b sin t cos At. 


Hierdurch ist bei veränderlichem 4t der zu dem Werte ? ge- 
hörende Durchmesser der Ellipse dargestellt, auf dem von einer 
Spitze keine Rede sein kann. 


5 14. Darstellung einer Kurve durch eine einzige Gleichung. 


Will man die im vorigen behandelten Fragen für den Fall be- 
antworten, daß eine Kurve durch eine Gleichung von der Form f(z,y)=0 
gegeben ist, so wird die Untersuchung viel verwickelter als die frühere. 
Es sollen daher nur einige besonders wichtige Erörterungen angestellt 
werden. 

Zunächst nehmen wir an, daß im allgemeinen, d. h. nach Aus- 
schluß getrennt liegender Punkte (x,y) der Ausdruck tz + Ах, y + Ду) 
nach ganzen, positiven Potenzen von 1x und Ay entwickelbar ist. 
Damit haben wir namentlich diejenigen Stellen von der Betrachtung 
ausgeschlossen, an denen eine Ableitung von f(x, у) unendlich groß 
wird; denn die in Rede stehende Entwickelbarkeit setzt in erster Linie 
die Endlichkeit sämtlicher Ableitungen voraus. 

Fassen wir x und y als Funktionen der Veränderlichen € auf, die 
die Gleichung Zo, у) = О identisch befriedigen, so folgt: 


of ах of йу _ 


дж dt ду dt 


Diese Beziehung gestattet es, an der betrachteten Stelle et р деп 
Wert des Verhältnisses =: 1 zu berechnen, falls ча una 27 29 Ї nicht 


zugleich verschwinden. Wir müssen also die Gleichung fix, у) = 0 
als in solcher Form befindlich voraussetzen, daß nicht für jedes, der 
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Gleichung f(x, у) = О genügende, Wertepaar x,y die Ableitungen = 


und z beide Null sind. Dies fände z. B. statt, wenn wir statt der 
Gleichung f(x, у) = О die Gleichung: 


сов (2,5) – 1 = 0 
zugrunde legten. 
Unter der gemachten Voraussetzung können die Ableitungen 
of 2 
gei ЗЕЙ + 
gewöhnliche Punkte nennen wollen, zugleich verschwinden; an 
einem gewöhnlichen Punkt ist mindestens eine dieser Ableitungen 
von Null verschieden. 
Aus der Gleichung: 
a BL Ed а 
дж dt ду ак ` 


nur an getrennt liegenden Punkten, die wir außer- 


0 


folgt, wenn x,y die Koordinaten eines gewöhnlichen Kurvenpunktes 
sind, und ф einen Proportionalitätsfaktor bedeutet: 


а= ôf dy öf 
a Poy dë" дж 
Die Richtungskosinus der Tangente sind demnach: 
дг d 
ду да 


Eer тт уа AA 
Ү + Уб + у 
die der Normalen sind: 
of of 


35 a 


ду 
Ууу ирти РЕТТЕЙ 
aber es fragt sich, welche Halbtangente, und welche Halbnormale hier 
dem positiven Wert der Quadratwurzel entspricht. Um dies zu ent- 
scheiden, bezeichnen wir den positiven Wert der Quadratwurzel mit w 
und betrachten den Zuwachs 4f der Funktion f(x, y) für den Fall, 
daß man von dem Punkt (2, у) aus auf der zu ihm gehörenden Nor- 
male ein kleines Stückchen weitergeht. 


Wenn: 
ar Bi 
deih, y =y +27, 
so ist: 


Af =f (2, - f(x, y). 
Nehmen wir nun an, daß der Ausdruck f(z An. у + Ау) nach 
ganzen, positiven Potenzen von Их, Ay entwickelbar ist, so folgt für: 
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die Gleichung: 
If=hw+--- 


Wir denken uns nun den absoluten Betrag von k so klein, daß 
die rechte Seite dieser Gleichung das Vorzeichen ihres ersten Gliedes 
besitzt. Dann ist 4f bei positivem / positiv, bei negativem h negativ, 
so daß sich die positive Halbnormale von der Kurve aus in denjenigen 
Teil der Ebene erstreckt, für dessen Punkte f(x, y) positiv ist. Die 
positive Halbnormale bilde mit der positiven x-Achse den Winkel £$. 
Zur positiven Halbtangente nehmen wir, wie früher, ом Halb- 


tangente, die durch Verminderung des Winkels 8 um 7 Z erhalten wird. 


Ist в -5- œ, во ergibt sich: 
К ЕУ, —1 ôf, 


ва = in sing =— 5; 
ER w ду” H" we Zei 


da anderseits: 
de dy 
dt k dt 


ee сз e d] MA Q 
dæ? үау\? daj? (du? 
V) +) Ү@) + (a) 
so ergibt sich der oben benutzte Proportionalitätsfaktor p als positive Zahl. 


Um den Ausdruck für den Krümmungshalbmesser zu erhalten, 
differenzieren wir die Gleichung: 


сово = 


nach € und finden: 
Cor SEET ә DT dady GE ôf dër. Sr dy 


да? даду dt dt ду? ET aP Tay аё 
ау of ôf 
Ersetzt man hierin die лане. © ar = der Reihe nach 
1 dt’ да’ ду 
2; ôf 14у 1de 


durch p De Ta Ee folgt: 
dr йу dude дї (д of of of д3 /дЁ 
акар - аап Р dE EE EE: ae E SH |. 


Da p> О, ist: 
2 2 2 
Vie -2V G) +3) 
wir haben also das Ergebnis: 
уа 73) 8 
NEEN | 
дїї (of? of ог дг, of l(of\® 
да? LC, © “Jæðy дк ду! ду? 02) 
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Bei positivem о liegt der Krümmungsmittelpunkt auf derjenigen 
Seite der Kurve, für die f(x, y) positiv ist, bei negativem o auf der 
anderen Seite, so daß z. B. der Krümmungshalbmesser des durch die 
Gleichung: 

22+ 0—1 = 0 
dargestellten Kreises gleich — 1 ist. 

Wir können den Ausdruck für о auch auf folgende Weise finden. 
Die Gleichungen der zu einem Kurvenpunkt (x, y) gehörenden Normalen 


sind: 
h of, 


dats w ду 


_—Ў + 


of 
DEEN 


Die Gleichungen einer benachbarten Normalen sind: 


er an er 27 
Жын Sa SL SES zl 


Die zum Schnittpunkt beider Normalen gehörenden Werte von 
h und A’ befriedigen die Gleichungen: 2 = x”, y'= y", oder: 


or af sf 
En =) 


of of Se 
Byin | ду er 


d.h.: 
ef Cf ef ôf 
Zu бу да да 
: REH 
Oé Ke 
110f äu 07 0% 
т läe w ду w 
Nun ist: S 
TEE ET ET EE EE 
He 
zm _1[ ду of түр КОЛОС 
2 w UE АРА: +7 SCH 
of 
08 Co i зг 07| ОТЕ 
4 w w E ar + 
somit 


w4dt-+ 


СЕЗ f ОРОГ Gr Ser ылу 
w? |а даду дк u ae) -7a (y) | 4+ 


und dies liefert beim Übergang zu {== 0 denselben Ausdruck für о 
wie oben. 
v.Lilienthal, Differentialgeometrie. I 5 
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Wir haben bisher angenommen, daß der Kurvenpunkt (2, y) ein 


gewöhnlicher sei, daß also für ihn A und, zi ‚wicht zugleich verschwinden. 
Ist der betrachtete Punkt ein ee, so führt die 


Gleichung: 
3f (da f ах ду, 0°f [ду 
Sie ) +2 e s(a dE gie, 


zur Bestimmung der Tangente, falls die zweiten partiellen Ableitungen 
von f(x, у) nicht sämtlich gleich Null sind. Läßt sich die linke Seite 
der vorstehenden Gleichung durch Multiplikation mit einem geeigneten 
Faktor in ein Quadrat verwandeln, so besitzt die Kurve an der 
betrachteten Stelle eine einzige Tangente, sonst sind zwei reelle 
Tangenten (Doppelpunkt) oder zwei imaginäre Tangenten (isolierter 
Punkt) vorhanden. 

Eine weitere Durchführung dieser Methode liegt nicht in der 
Absicht dieser Zeilen. Sobald man für die Umgebung einer Stelle 
(x, у) zwei reelle, nach ganzen positiven Potenzen einer Veränderlichen £ 
fortschreitende Reihen für 2 + Ax, y + Ду gefunden hat, welche 
die Gleichung f(x + 1x, y + Ду) = О befriedigen, kann man die in 
den vorigen Paragraphen entwickelten Methoden benutzen. 


II. Einfach unendliche Schar ebener Kurven. 
815. Allgemeines. 


Die Gesamtheit der Tangenten einer Kurve, ebenso die Gesamt- 
heit der Normalen einer Kurve bildet eine Mamnigfaltigkeit von 
Geraden, von denen jede einzelne bekannt ist, sobald man den Kurven- 
punkt, zu dem sie gehört, gewählt hat. Die Gesamtheit der Krümmungs- 
kreise einer Kurve bildet eine Mannigfaltigkeit, in der jeder Einzel- 
kreis durch seinen Berührungspunkt bestimmt wird. Man bezeichnet 
allgemein mit dem Worte einfach unendliche Kurvenschar eine 
solche Mannigfaltigkeit von Kurven, in der jede Einzelkurve von der 
Bestimmung einer stetigen Veränderlichen abhängt. Die letztere führt 
den Namen Parameter der Schar. 

Die hauptsächlichsten Darstellungsarten einer einfach unendlichen 
Kurvenschar sind die folgenden. 

1. Man betrachtet x und y als Funktionen der Veränderlichen t 
und des Parameters т, so daß: 


2 = А (ё, т), y = hd, т). 
Hier darf die Determinante: 


дї, 2А дь of, 


ðt ðr ðt дт 
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nicht identisch verschwinden, da sonst zwischen x und y eine Gleichung 
bestände, und wir es mit einer einzigen Kurve, nicht mit einer 
Kurvenschar, zu tun hätten. 

Die Funktionen f, und f, sollen innerhalb eines Wertbereichs 
der Veränderlichen € und т als analytische Funktionen vorausgesetzt 
werden. Ein solcher Wertbereich wird dadurch festgelegt, daß der 
Parameter т alle Werte zwischen zwei Grenzen etwa т, und т, durch- 
läuft, während zu jedem dieser Werte von т zwei Grenzen etwa p(T) 
und ф, (т) gehören, zwischen denen die Veränderliche t sich bewegt. 
Sind nun 2 und т zwei Werte innerhalb dieses Wertbereichs, во 
sollen die Ausdrücke fi (t + 4t, т + Ат) und f(t + ft, t + Ат), falls 
man It und fr absolut genommen hinreichend klein wählt, nach 
ganzen positiven Potenzen von At und Ar entwickelbar sein. 

Die gegebene Kurvenschar wird auch Kurvenschar т = const. 
genannt. Fassen wir in den Gleichungen x = ў, (Ё, т), y = Paff, т) die 
Veränderliche € als Parameter auf, so stellen sie eine zweite einfach 
unendliche Kurvenschar dar, bei der sich längs jeder Einzelkurve die 
Zahl т ändert, während £ festbleibt. Diese Schar heißt dann im 
Gegensatz zur Vorigen die Kurvenschar ¢ = const. 

Man darf sich hier nicht die Vorstellung bilden, daß die 
Schar ¿= const. aus anderen Kurven bestehen müsse, wie die Schar 
т = const. Es веі z.B. eine Kurve durch die Gleichungen: 


ef), у= 1.00) 


gegeben. Der Ort der Mittelpunkte aller Sehnen der Kurve, die durch 
den Punkt (t,) gehen, wird bestimmt durch die Gleichungen: 


lH) ve till 


Die sämtlichen Sehnenmittelpunktskurven werden daher dargestellt 
durch die Beziehungen: 


z= (KO Biel #—(Һ@ + А09). 


Jede Kurve т = const. fällt mit einer Kurve t = const. zusammen 
und zwar mit der, für die & denselben Wert besitzt wie т. Sind t, 
und CG zwei voneinander verschiedene Zahlen innerhalb des Wert- 
bereichs von €, denen auf der gegebenen Kurve zwei nicht einander 
parallele Tangenten entsprechen, so schneiden sich die Kurven 7 = 1, 
т = і, im Punkte mit den Koordinaten: 


1 


all E ҺЫ), gn SIE + ҺЫ) 


und zwar unter demselben Winkel, den die beiden Tangenten mit- 
einander bilden; sie berühren sich, wenn den Werten G und 4, von 


pa 
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t auf der ursprünglichen Kurve parallele Tangenten entsprechen. Ein 
leicht zu behandelndes Beispiel bieten hier die Sehnenmittelpunkts- 
kurven einer Ellipse dar. 

Die oben angeführte Determinante: 


of eh _ h fi 


дё дт CT дт 


kann sowohl in einzelnen Punkten als auch längs einer Kurve ver- 
schwinden. Ist sie für das Wertsystem t=!t', т = т gleich Null, so 
ist der entsprechende Punkt entweder ein außergewöhnlicher Punkt 


der Kurve t = т i- e 0 für ф=?, т= т), oder ег ist ein 
außergewöhnlicher Punkt der Kurve ї = ї' E А SCH 0 für 


ai, 2), oder endlich, die Kurven ¢ = ї', т = т berühren sich 


in dem fraglichen Punkt. 

2. Man kann eine einfach unendliche Kurvenschar durch eine 
einzige Gleichung von der Form (2, у, т) = О darstellen, die außer 
2 und y noch den Parameter т der Schar enthält. Hier soll sowohl 
vorausgesetzt werden, daß die Ableitungen 27, fl SÉ nicht für jedes 
der Gleichung f=0 genügende Wertsystem x, у, т verschwinden, 
als auch, daß der Ausdruck f(x + fx, y + 4y, t+ Ат) im allgemeinen 
nach ganzen positiven Potenzen von Ag, Ay, Ат entwickelbar ist. 

Die außergewöhnlichen Punkte der Einzelkurven, für die, wie 
wir festsetzten, e und SL zugleich verschwinden, können vereinzelt 
auftreten, oder eine Kurve bilden, 


& 16. Berührungskurve und Einhüllende einer durch eine 
Gleichung von der Form f(x, y, т) = 0 dargestellten einfach 
unendlichen Kurvenschar. 


Sind einfach unendlich viele Kurven in einer Ebene gegeben, 
so kann man fragen, ob es eine Kurve gibt, die jede Einzelkurve 
der Schar berührt. Beispiele für ein solehes Vorkommnis haben wir 
bereits kennen gelernt. Jede Kurve berührt ihre sämtlichen Tangenten 
und ihre sämtlichen Krümmungskreise. Die Normalen einer Kurve 
berühren die Krümmungsmittelpunktskurve derselben. Wir behandeln 
die sich auf eine Berührungskurve beziehenden Fragen zuerst unter 
der Voraussetzung, daß die Kurvenschar durch eine Gleichung von 
der Form f(x, у, т) = О gegeben sei. 

1. Erste Herleitung der Berührenden. Mit g(x, y)=0 
bezeichnen wir die Gleichung irgend einer Kurve, welche die Kurven 
т = const. schneidet. Die Koordinaten der Schnittpunkte und damit 
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die Koordinaten der vorgelegten Kurve selbst lassen sich als Funktionen 
von т betrachten, indem man sich © und у aus den Gleichungen 
f(x, у, т) = 0 und g(x, у) = О berechnet denkt. Dann folgt: 


{4а  Ofdy , дг ` 

Se Geen I 

und: да de 2945 0 
да дт ` ände _ 


Der Punkt (x, у) sei ein gewöhnlicher Punkt sowohl der durch 
g(x, у) = 0 gegebenen Kurve, wie der durch ihn hindurchgehenden 
Kurve т = const. Bildet die Tangente der ersteren den Winkel æ, 
die Tangente der letzteren den Winkel o mit der x-Achse, so ist: 


29 da 
Cos OG = ду == йт H 
2 д 2 3 2 
H +) VE +) 
220 ау 
Bee да d, de 
VEI +6) Ve) +) 
of SAh 
а E кы E 
TE = EE ; 
VEI +) VEJ +) 
гах Ofdy 
sin (0 — «) = — Е деа ЕЕГ er — 
Vera) VE) +) 
öf 
бт 


Dr тора dei (dyı® 
VC + (ду) VG) @) 
Sollen sich an der betrachteten Stelle die durch f(x, у, т)=0 
und g(x, у) = © dargestellten Kurven berühren, so muß hiernach 


Jz ™ der betrachteten Stelle verschwinden. 


Als notwendige Bedingung für das Vorhandensein einer 
Berührungskurve ergibt sich somit die, daß aus den Glei- 
chungen f(z, у, т) = 0 und SL x und у als reelle Funk- 
tionen von т berechnet werden können. Hinreichend ist 
diese Bedingung erst dann, wenn die Ableitungen Z una 2ѓ 


EE ду 
nach Ersetzung von ce und y durch die Lösungsfunktionen 


nicht zugleich identisch verschwinden. Sind die fraglichen 
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Ableitungen gleich Null, so ist eine besondere Untersuchung 


darüber anzustellen, ob die durch f=0 und 20 fest- 


gelegte Kurve die Kurven т = const. berührt oder nicht. 
Wir wollen die gefundene Regel durch ein Beispiel erläutern. 
Nehmen wir mit der x, y-Ebene eine Drehung von der Größe т 
um den Punkt z = 2, Y =Y, vor, so möge ein Punkt, der vor der 
Drehung die Koordinaten u, v besaß, nach der Drehung die Koordi- 
naten 2, y besitzen. Man hat dann: 
и — Xa = (2 — ж) совт + (Y — Y) вір т, 
v — уу = — (x — al sin t + (у — Yo) cos т. 
Die durch v? = u? dargestellte Kurve besitzt im Punkte и = 1, 
v= — 1 eine Normale mit der Gleichung: 


2(u — 1)— 3w + 1) = 0. 
Die Normale schneidet die y-Achse in dem Punkt mit den 


Koordinaten и = 0, v = — = Diesen Punkt nehmen wir zum Drehungs- 
mittelpunkt, во дав: zz 0, „= — 2 Durch stetige Drehung der 


Ebene um diesen Punkt entsteht aus unserer Kurve eine einfach un- 
endliche Kurvenschar mit der Gleichung: 


fa, у, )=(-3-zsinr+(y+2) cos т), 
5 8 
— (x cos + DES sin r) = 0. 
Man erhält: 


= (— а сов — (у+®) sin r) (2(-$- esine + (у + 5) сов r) 


+ Sls совт + (v + Dias dl z sin ++ (y + $) ов т). 


Während der Drehung beschreibt der Punkt и = 1, v=— 1 
einen Kreis, für den: 


2 . 5 ‚ 2 
1) x= созт — zint, y=— = sint +y eos 7. 


Diese Ausdrücke von ж und y bringen den zweiten Faktor von 
г. zum Verschwinden und befriedigen die Gleichung f = 0. 

Der Punkt u = 0, v = 0 beschreibt während der Drehung einen 
Kreis, für den: 


5. 5 5 
2) ı=—zsnT, у= че + 0087. 
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Diese Ausdrücke von x und y bringen beide Faktoren von 7 
zum Verschwinden und befriedigen ebenfalls die Gleichung f= 0. 


Um zu entscheiden, ob in dem einen oder anderen Fall eine 
Berührungskurve vorliegt, bilden wir die partiellen Ableitungen von 
f nach z und y. Man erhält: 


it 2(-2-zsinr+ (v+3 cos cl sin r) 


af 


-3 (z cos + (I DER sin el созт, 
du ы 


=2(—$-zsinr+(y +$ cos т} cos z 


-3 (z cost +(y + 5) sine) sin T. 


Setzen wir hier für x und y die Ausdrücke aus den Gleichungen 1) 

ein, so kommt: 
27 — 2 sin t — З совт, ОР I совт Feine, 

да ду 

Diese Ausdrücke sind nicht gleichzeitig Null und zeigen, daß 
der durch die Gleichungen 1) dargestellte Kreis die Kurven der Schar 
berührt. 

Setzen wir für ж und y die Ausdrücke aus den Gleichungen 2) 

д 

ein, so verschwinden = und E identisch. Es sind daher die zweiten 
Ableitungen zu bilden. Man erhält: 


Am 2 sin? r — 6 (x cos т + (у + 5) sin D cos?r, 
KE d Бү; ) , 
Та E BEE 2 сов т + (у + у) віз т SIn T COS T, 


ZE 2 cos? т — 6 (= cos + (у + 5) sin r) sin? т. 
Ersetzt man hier ж und у durch ihre Ausdrücke aus den 
Gleichungen 2), so kommt: 
2 2 2 
1 = 2 sin? r, п — 2 sin т совт, 220—9 сов т. 
Für den Winkel «', den die Tangente der Kurve т = const. im 
betrachteten Punkt mit der x-Achse bildet, haben wir die Gleichung: 
ЗР au 
да? 
d. h. hier: 


ш 
сов e віп el 
ду +7 ТА 


sin (т — «') = 0. 
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Für den Winkel e, den die Tangente des durch die Gleichungen 2) 
dargestellten Kreises mit der x-Achse bildet, erhält man: 


соз œ = — COS т, Sin а = — SÌN т, 
so daß auch: 
sin (t — а) = 0, 
und: 
sin Le — 0) = 0. 

Dies zeigt, daß auch der vom Punkt u = 0, v = 0 beschriebene 
Kreis eine Berührungskurve ist. 

Dasselbe Ergebnis findet sich, wenn man die x,y-Ebene um 
einen beliebigen Punkt der y-Achse, mit Ausnahme des Koordinaten- 
anfangspunkts, dreht, oder wenn man sie in sich längs дег x- Achse 
parällel verschiebt. 

Wir drehen jetzt die x, y„-Ebene um einen beliebigen, aber nicht 
mit dem Koordinatenanfangspunkt zusammenfallenden, Punkt der 
x-Achse. Dadurch entsteht eine Schar mit der Gleichung: 


f= | (x - ж) sin t — y созт} — (z, + (ж — ж) совт + y sin t)? = 0. 
Man erhält: 


Te — £) sin т — у cos т) [2 (ш — ш) cos т + y sin т) 


-+ 3 (zo + (ж — ж) cos t + y sin ak 
Die Ausdrücke = х,(1 — cos т), у = — 2, sin т befriedigen die 
Gleichungen f=0 und A = 0, und bestimmen den Kreis, den der 


Koordinatenanfangspunkt während der Drehung beschreibt. Aber die 
Ableitungen: 


2 
da = 2 | (x — 20) sin т —y cost | sint—3 [zo +(£—z)cost+ysint | cost, 
2 =2[(2-2,) sin -y cos т|(— сов т) —3 [2,4 (2— 20) cos t +y sin d sint 
verschwinden für © — ду = — 2,008 T, Y = — X Sin т. 


Durch Berechnung der zweiten Ableitungen ergibt sich wie vorhin: 
sin (т — 0) = 0. 


Der Winkel e, den die Tangente des Kreises mit der x-Achse 
bildet, wird hier bestimmt durch: 


cos к = sin т, BIng = — cost, 
somit: 
сов (0 — о) = 0. 


Der fragliche Kreis ist daher keine Berührungskurve, sondern er 
trifft die Einzelkurven der Schar unter rechten Winkeln. 
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Im ersten der betrachteten Fälle besteht die Berührende aus ge- 
wöhnlichen Punkten der Einzelkurven der Schar, im zweiten und dritten 
Fall ist sie der Ort der Spitzen der Einzelkurven. Der Ort der singulären 
Punkte der Einzelkurven kann eine Berührende sein oder nicht. 

2. Zweite Herleitung der Berührenden. Man gelangt zu 
der Berührungskurve einer Kurvenschar auch auf folgende Weise: 

Die Koordinaten eines Schnittpunkts der beiden, zu den Werten 
т und т + Ar des Parameters gehörenden, Einzelkurven der Schar 
genügen den Gleichungen: 


Га, у, т)== 0, fle, y, t+ Дт) = 0. 
An Stelle der letzteren Gleichung können wir schreiben: 
ar 108 1 asf Ch 
Se he Së TR Как, 
Gehen wir mit Ar zur Grenze Null über, so genügen die Koordi- 
naten der Grenzlage der Schnittpunkte den Gleichungen: 
f=0 und Si А 
und das sind die notwendigen Bedingungen für eine Berührungskurve. 
Jedoch ist hier zu bemerken, daß unter der Voraussetzung eines 
von Null verschiedenen Ar die Koordinaten der Schnittpunkte ima- 
ginäre Werte besitzen können, die sich für Ar = 0 in reelle Werte 
umwandeln. In einem solchen Falle kann man geometrisch die Be- 
rührungskurve nicht als Ort der Grenzlagen von Schnittpunkten 
benachbarter Einzelkurven der Schar auffassen. 
Nehmen wir z. B. die durch die Gleichung: 


0° (ш — t) =0 


dargestellte Kurvenschar. Man genügt dieser Gleichung und der 
Gleichung: = ка сү. 


durch die Ausdrücke: 
1 i vi 1\3 
P WEN 


Die Schnittpunkte sind also für ein von Null verschiedenes Jr 
imaginär, ihre Grenzlagen bei 4r = О aber sind reell und fallen in 
die x-Achse. 

3. Berührende und Einhüllende An Stelle des Wortes 
„Berührungskurve oder Berührende“ ist auch das Wort „Einhüllende“ 
in Gebrauch. Diese, das französische Wort „enveloppe“ verdeutschende, 
Bezeichnung ist aber nicht ohne weiteres gerechtfertigt. Nehmen 


wir nämlich an, wir hätten aus den Gleichungen f= 0 und SE =0 
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die Zahlen x und y als Funktionen von т bestimmt, die sich im Intervall 
т... т, regulär verhalten. Diesem Intervalle entspreche ein Kurvenzug, 
der das Stück AB enthalte. Da sind zwei Fälle zu unterscheiden: 
Erstens. Das Stück AB läßt sich so wählen, daß in allen 
seinen Punkten ein Berühren ohne Schneiden stattfindet. Alsdann 
kann man um jeden Berührungspunkt (etwa P Fig.14) auf der berührten 
Einzelkurve der Schar ein Bogenstück (etwa D PP") abgrenzen derart, 
daß das ganze Stück auf ein und derselben Seite der Berührenden 
liegt. Die Voraussetzung, nach der die Kurven der Schar stetig auf- 
einander folgen sollen, bedingt, daß alle derartigen Bogenstücke auf 
derselben Seite der Berührenden liegen. Jetzt hat der Kurvenzug AB 
die Eigenart einer Grenze des von den fraglichen Bogenstücken aus- 
gefüllten Ebenenteils, und die Bezeichnung „Einhüllende“ für die 
Berührende ist gerechtfertigt. 
Zweitens. Das Stück AB läßt sich so 
p wählen, daß in allen seinen Punkten ein Berühren 
mit Schneiden stattfindet. Jetzt tritt jede berührte 
Kurve im Berührungspunkte von der einen Seite 
P der Berührenden auf die andere über, und von 
einem „Einhüllen“ durch die Berührende ist keine 
Rede mehr. 
У a Ein Mittel, um zu entscheiden, ob eine Be- 
rührungskurve, die nur gewöhnliche Punkte der 
Einzelkurven einer Kurvenschar enthält, eine Ein- 
hüllende ist oder nicht, liefert der folgende Satz: 


„ 


Р 
Fig. 14. 


Besitzen die Gleichungen f(x, у, т) = 0, 27.0 de reelle 


ep т 
Lösung: 


2 = g,(1), у= (т), 


für welche ча und cd nicht zugleich identisch verschwinden, 
so bilde man die Ausdrücke 2, 277... 


statt xv und y die Funktionen giel und g(r) ein. Ist 


und setze in ihnen 


(С) der erste nicht identisch verschwindende 
dei / (z= (T), y=9(2)) 


Ausdruck, so hat die Berührende die Eigenart einer Ein- 
hüllenden, wenn > gerade ist, sonst nicht. 

Zum Beweise betrachten wir einen gewöhnlichen Punkt (x, y) der 
zu т gehörenden Einzelkurve. Die zu ihm gehörende Kurvennormale 
hat die Gleichungen: 

of of 


да ду 
Set, п=у +15, 


е -VETE 
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Der dem Schnittpunkt der Normalen mit der zu r+ 17 gehörenden 
Einzelkurve entsprechende Wert von № genügt der Gleichung: 


of г 
erit, yyh E ON 


oder: 


hot H Ae A =0. 


ER) e Tie erste an der betrachteten Stelle nicht verschwindende 


Ableitung von f nach т, so ergibt sich: 


h = — л д A 
0 Jr” 
d.h. die Zahl h besitzt für absolut genommen hinreichend kleine 
Werte von Ir ein und dasselbe Vorzeichen, wenn v gerade ist, sonst 
wechselt A sein Vorzeichen mit dem von Ar. Im ersten Fall wird 
die Normale der Einzelkurve von ihren benachbarten Kurven auf ein 
und derselben Seite der Kurve geschnitten, im zweiten Fall auf 
beiden Seiten. Findet der erste Fall längs eines Kurvenstücks statt, 
so hat dasselbe die Eigenart der Einhüllenden, sonst nicht. 
4. Beispiele a) Von den drei oben betrachteten Fällen ist 
nur der erste als Beispiel für unseren Satz brauchbar, da in dem 
zweiten und dritten Fall a und = nach Ersetzen von x und у 


durch o, (e) und 9,(т) identisch ege, Im ersten Fall erhält 


man: 
(22) 211 
дт?) а= (0), у=) 3 


Die Berührende ist somit eine Einhüllende. 
b) Nehmen wir die Kurvenschar mit der Gleichung: 


— (ж — т) es 0. 


Ат Lan 


Hier wird 


somit: 


Ф (т) = т, ф(т)=0 
Man findet: 


() -0, (54) = 

дт%]/х+=(@, y=) 0т%/з= (т), e Giel 

Die Berührende ist daher keine Einhüllende; ihre Tangente, d h. die 
Berührende selbst ist stets Wendetangente für die berührten Kurven. 


c) Eine einfach unendliche Schar von Geraden, deren 
Einzelkurven weder einander parallel sind, noch ein und 
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denselben Punkt gemein haben, besitzt stets eine Ein- 
hüllende. 
Die Schar sei gegeben durch die Gleichung: 


Í = zg, (t) + уф»(т) + Ф (7) = 0 


Aus ihr und der Gleichung - 9С = 0 lassen sich x und у berechnen, 


falls die Determinante: Б гу, (т) — ф,(т)ф,'(т) von Null verschieden 
ist. Diese Determinante verschwindet, wenn Фф, (т) = 0, oder wenn 
ф,(т) = 0, oder endlich, wenn 9,(r) nur durch einen konstanten 
Faktor von Ф, (т) verschieden ist, d. h. die Determinante verschwindet, 
wenn die Geraden der Schar einander parallel liegen. 

Bei Ausschluß dieses Falles findet man: 


nm) = ng dë der = е Se, Ge | 
Angenommen g,(r) wäre gleich der Konstanten a. Dann bestände 
die Gleichung: 
фе (aP, + Ps) — Фари + фу) = 
d. h. entweder: 
аф, + p;=0, 


p: = (аф, +93), 


wo b konstant. In beiden Fällen erweist sich ф„(т) als kõñstant. 

Ebenso zeigt man, daß bei konstantem ф„(т) auch g,(r) konstant 
ist. Hier haben die Geraden der Schar sämtlich einen Punkt gemein, 
sie bilden einen Büschel. Мар kann die Bedingung dafür, daß kein 
Büschel vorliegt, in der Form schreiben: 


oder: 


Pi (Pa Фф» — Фф) + gx (Ф;Ф — Ф193) + Pa (Pi — Фф!) 2 0, 
die nichts anderes bedeutet, als 0, (т) 2 0. 


Man erhält weiter: 
д?р Ф. Ф — Ps Pa' Ф Ф.'— 9, Ф 
( Si p" 2Ps Ss, A p" Se = a ы, p" ў 


ES е. Ф.Ф. — 9 Pı 


Da dieser Ausdruck von Null verschieden ist, besitzt die Gerademschar 
eine Einhüllende. 

Um ein Beispiel zu behandeln, betrachten wir die Brennlinien 
durch Zurückwerfung bei parallel einfallendem Licht. 

Wir denken uns lauter parallele Halbgerade von den Punkten 
einer Kurve ausgehend, die mit der positiven x-Achse den Wimkel ß 
bilden mögen, und setzen: 


X= соз б, Y= 705 
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ferner beschränken wir uns zunächst auf ein solches Kurvenstück 
(д ess EI, у= GO in dem an keiner Stelle CT und fy (t) gleich- 
zeitig verschwinden und auch AOR – FÜ nicht ver- 
schwindet. 
Die positive Halbnormale der Kurve im Punkte (2, y) hat die 
Riehtungskosinus: 
X=-— зро, Ў = сова, 


sie bilde mit дег Halbgeraden (X,, Ү,) den Winkel #9. 

Die Riehtungskosinus einer Halbgeraden, die mit der positiven 
Halbnormalen den Winkel 9, mit der Halbgeraden (X,, Y,) den 
Winkel 29 bildet, also des zurückgeworfenen Strahles, sind: 


Al = — Х,— 2 соз # sin а = — X, cos 20 — Y,sin 20а, 
Y'= — Y, + 2 сов 9 соза = — X,sin2«+ Y,cos 20. 


Unsere Aufgabe soll es sein, die Einhüllende der Halbgeraden 
(Х', Y') d.h. die Brennlinie zu finden. 

Für den Schnittpunkt der zu den Werten s und s + 4s der 
Bogenlänge der gegebenen Kurve gehörenden Geraden (X', Y') und 
(X'+ 4X', Ү'+ ДҮ”) haben wir: 


АХ! Aa 7х + 2х), IY=Ay+ UN + ЛҮ), 


somit: 
p — Ze +4 Y) у(х LAT 
SR CERN С М 
Ра: 
ах' ФУ” а. Ма 
жу с › = ——) 
ds o ds o 


so folgt bein Übergang zu 4s = 0 die grundlegende Beziehung: 


h = { сов Eé 


Die Habgeraden (X', Y') besitzen eine Einhüllende, wenn k> 0; 
bei h < 0 besitzen die Halbgeraden (— X’, — Y') eine Einhüllende. 

Wir haen jetzt zu untersuchen, wie sich die Zahl Л bei der An- 
näherung an eine außergewöhnliche Stelle der Abbildung der 
reflektierend»n Kurve auf die ?-Gerade verhält. 

Der gefundene Wert von h läßt sich so schreiben: 


DCK =h OX) (A O+ r0) 
2 ПОЛО 


Da вісі in einer hinreichend kleinen Umgebung einer außer- 
gewöhnlicher Stelle nur gewöhnliche Punkte befinden, ist: 


1 (&'@+ 49Ү, -H + ML) (A @+ +R @+ ай). 


Net ртр) (+ Л EAN 
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Bei der Entwicklung des rechts stehenden Ausdrucks nach Pot:nzen 
von At sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

Erstens kann die Halbgerade (X,, Y,) die Kurve im Punkte ‘x, у) 
berühren. 

Dann ist: 


ef, тз 


0,00), vo, 


wo & entweder gleich 1, oder gleich — 1 ausfällt. 

Jetzt beginnt die Entwicklung des Ausdrucks: 

SG Аб Ү,— (+ 20) Х, 
mit dem Gliede: 
re, RO — KIO arr, 
Der Ausdruck: 
GL 20) falt + д0)? 
beginnt mit dem Gliede: 
1 2 ES 
Lech wr АЁ?” a; 

der Ausdruck: 


A+ ADR + A) — fht + ADR" + AN) 
beginnt mit dem Gliede (§ 1, S. 8): 


A 
@—-N)!@+r—1! (&?(@һ°+°@) ES Gritt) аё, ке, 


der ganze Ausdruck beginnt also mit einem Gliede, das den Faktor 11’ 
enthält; es ist somit Lim h(t + 4t) gleich Null, und die reflektierende 
(dt=0) 


Kurve wird an einer Stelle, die von dem einfallenden Strahl berührt 
wird, von der Brennlinie berührt. 

Zweitens kann der einfallende Strahl die reflektierende Kurve 
an der betrachteten Stelle nicht berühren, so daß: 


AO Fo РОХ, 
von Null verschieden ist. Jetzt beginnt die Entwicklung des Zählers 


mit 210°—°, somit die Entwicklung des ganzen Ausdrucks mit 1% 


Der Lim h(t + At) ist Null, oder endlich und von Null verschieden, 
(dt=0) 


oder unendlich, je nachdem о gleich Null, oder von Null verschieden 
und endlich, oder unendlich groß ausfällt. 

Um einen berühmten Satz über Brennlinien (vgl. M. Cantor, Vor- 
lesungen über Geschichte der Mathematik. Dritter Band. 1898. 
5. 143) zu beweisen, setzen wir die Koordinaten der Brennlinie in 
die Form: 


=хж-+АҺХ!, n=y+hY. 
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Dann folgt: 


dp dh д ар. dh и d 
zer бов e + 2 X соз® У, zer Setz Y' + соз eX. 


Man findet durch eine einfache Rechnung: 
сов а — cos # У' = — X'(X, cos а + Y, sin о), 
sin e + cos 9 Х' = — Y'(X, сов о + У, вір о). 


Der Ausdruck — X, соз а — Y, sin «œ ist offenbar die Ableitung 
des Ausdrucks — £ X, — y Y, + const. nach s. Um die geometrische 
Bedeutung des letzten Ausdrucks zu finden, bezeichnen wir mit Zo Yo 
die Koordinaten eines Punktes P,, in dem die reflektierende Kurve 
von dem einfallenden Strahl berührt wird. (Fig. 15.) Nach dem 
Obigen liegt dieser Punkt zugleich auf der Brennlinie. Für ihn ist 
cos а = — X, віп а = — Y, Die Gleichungen der Normale in 
diesem Punkt sind: 

L= +1, у= 9 1Х,. 


Für den Schnittpunkt der Normalen mit dem auf sie von dem 
Punkte Р(2, у) aus gefällten Lot PA erhalten wir: 


Be 1 +1Ү= 2 +1Х, ›ь—Х„=у-+,У,, 
l = (06—20) Beat (Di y) Yos 


dg du +h) y dn di +h) 
Fee vad X, ds ds Y'. 


somit: 


Sowohl wie L wächst mit wachsendem s. Rechnen wir daher 
die Bogenlänge ø der Brennlinie vom Punkte P, aus als mit 
wachsendem s ebenfalls wachsend, so ergibt sich: 


б = № +l; 


d.h. die Bogenlänge PO der Brennlinie ist gleich der 
Summe der beiden Strecken PA und PQ. 

а) Wenn eine einfach unendliche 
Kreisschar eine Berührende besitzt, so 
ist die Berührende zugleich eine Ein- 
hüllende, falls die Kreise der Schar nicht 
aus den Krümmungskreisen einer Kurve 
bestehen. 

Wir nehmen die Gleichung einer Kreisschar 
in der Form: 


Fig. 15. 


(ж — ф, (т))#+ (у — ф,(т))#— p) = 0, 


WI 
e äer (0 Pp + (у pp + pp". 


so daß: 
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Damit sich т und y aus den Gleichungen f=0 und Së 
berechnen lassen, dürfen ф,' (т) und p,' (r) nicht zugleich verschwinden, 
d.h. es darf nicht eine Schar konzentrischer Kreise vorliegen. Um 
die Berechnung zu vereinfachen, verstehen wir unter т die Bogen- 
länge der Mittelpunktskurve, so daß: 

+ 

Man erhält: 

#д\(®)=ф,— PPP — Аф, (0) Фф — éi ge + А9, 
KN La SeNl — ai ze +1. 
Damit die Lösung reell веі, muß 9'? < 1 sein. 

Erstens: @?<1. Man findet, wenn о den Krümmungshalb- 
messer der Mittelpunktskurve bedeutet, bei Berücksichtigung der 
Formeln: 


die Gleichungen: 
eil = leie et 97) (– еу1—92.4 9 + SE 
geil = — (р + гУ1— фф) E d аети de 


Wird der Ausdruck: А=—гвү1—ф? = d EEN 
einen der beiden Werte von ғ gleich Null, so en ein Teil der Be- 


rührenden dureh einen Punkt vertreten. Verschwindet aber der frag- 
liche Ausdruck für beide Werte von e, во ist: 


2=0 und: — 1 + ф' + фф" = 0. 


Die erste dieser Beziehungen verrät, daß die Mittelpunktskurve eine 
Gerade ist. Wir dürfen daher g,(r)=r, 9,(r)=0 gleich nehmen, 
d.h. die x-Achse in den Ort der Kreismittelpunkte legen. 

Die zweite dieser Beziehungen ergibt: 


pP=r+2r,+c, 


2 2 
а\(®) = — а, фь(т)= DEE 
wir haben es daher mit einer Schar von Kreisen zu tun, die ent- 
weder durch zwei feste Punkte gehen, oder eine Gerade in einem 


festen Punkt berühren. 
Nun sei der Ausdruck A von Null verschieden, so daß eine 


Berührungskurve vorliegt. Man erhält: 


-i69 en SH ei? Lee — 1 + 4'= ғу1— ФА 
2 ==, у= 0 


01%) == 


пит Dir 


also: 
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womit nach unserem Satz gezeigt ist, daß die Berührende zugleich 
eine Einhüllende darstellt. 

Zweitens: фр?= 1. 

Wir erhalten hier entweder: 


KEE 
und; 
ga) = Ф,— (т + e)p, (9) == Ф„— (т + 6) 9, 
одет: 
ф=—т-+е 
und 


2\(т) = p, + (e — т) ф,, дз\т) = Fa + (c — т)". 

Dies zeigt, daß die Kreise der Schar zugleich die Krümmungs- 
kreise der Berührenden sind, indem die letztere als eine Evolvente 
der Mittelpunktskurve der Kreise erscheint. 

Man hat hier fürg=r+.c: 


1 2 
232 (2 — Ф). + (Y — Pa) 9 + T +c, 
10092 = 1 
gez = (£ — Ф) k +@—®)%®› 
1 1 
Kurs 42 
1 0° — | 
Ур „= ee) up 
somit 4 
AR d СМА аде ЛК, arten 
Galas, vn Dt Ж von _ т e* 


Die Berührende ist hier keine Einhüllende, und dies steht im 
Einklang mit der früher erkannten Tatsache, daß eine Kurve von 
ihren Krümmungskreisen im allgemeinen geschnitten wird. 

Wir haben oben gefunden, daß für das Vorhandensein einer Be- 
rührenden die Bedingung oi? < 1 notwendig ist. Es muß noch dar- 
gelegt werden, welche geometrische Bedeutung dieser Bedingung 
zukommt. Zu diesem Zweck fragen wir nach den Schnittpunkten 
eines Kreises der Schar mit seinen Nachbarkreisen. 

Die Gleichung des zum Parameterwert r gehörenden Kreises ist: 


Le — p) + (у — p) — p= 0, 
die eines benachbarten Kreises: 


(z — pı defi (у — Ф — el — (ф + 2ф) = 


An Stelle der letzten Gleichung können wir die Gleichung der 
Potenzlinie beider Kreise setzen, nämlich: 


(x — p,)4 p, + (у gel Аф, — p = 0, 


1 
= z (4p + 1p — 2рфАф — IN) 


у. Lilienthal, Differentialgeometrie. І, 6 


wo: 
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Wir lösen beide Gleichungen nach x und y auf durch die Be- 
ziehungen: 
_ __249; gei 4% 
п Уреда 
er Жа pag: 2%; 4 
ET Io tan Vap Hip 
Die Zahl A bestimmt sich aus der ersten Gleichung durch: 


æ — 


EE 
А dg,’ E 
Nun ist: S 
EE te E 
also: А#—= ф%(1— 07) H mdr +- 


Wenn ail, schneiden sich zwei benachbarte Kreise nicht, die 
Zahl A ist imaginär und bleibt es für Ит = 0. 

Wenn 9'?< 1, schneiden sich je zwei benachbarte Kreise, und 
die Grenzlage der Schnittpunkte wird von der Einhüllenden gebildet. 

Wenn aber ф'?== 1, so ist eine genauere Untersuchung nötig. 

Man hat: 


' a "йо 
Аф =p дт — 40+ el = hi 25) Ат? +: 


H Т Со! "а 
Аф = ту Ат + APH el А а, Art 
daher: А 
dp? + Ap = At 417+ Ss | 


1 doe e (1455 ) 
dg’ 29, dei 12 0* 


Setzen wir, wie oben, Фф = т + с, Аф = Ат, so wird: 


4 
р= — 41 ga 
daher: р? ei 
Zp Fg rer 
also: Я 
m er ebe 


120? 

Die Zahl Д ist somit für ein absolut genommen hinreichend 
kleines, aber von Null verschiedenes, Ar imaginär. Die Grenzlage 
der imaginären Schnittpunkte benachbarter Kreise bei 4t =Q ist 
aber reell, und der Ort dieser Grenzlagen wird dargestellt durch 
die Gleichungen: 

х= фі Фф 9 4 — ФУ». 

5. Peanosche Sätze. G. Peano benutzt die Bezeichnung ‚Ein- 

hüllende“ nur für die Grenzkurve reeller Schnittpunkte benachbarter 
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Einzelkurven der Schar, wie das aus der Behandlung des Beispiels 
у — (х — т) = 0 hervorgeht. (Applicazioni Geometriche del Calcolo 
infinitesimale. Torino 1887 9.812.) Wir finden a. a. O. 8. 309 folgenden 


Satz: „Die Gleichungen f= 0 und fa О seien für o — Zu, у= ў 


т = ту erfüllt, und für dieses Weer sei die Determinante 


a ar 

дх ду 

or әу |“ 
дхдт дудт | 


von Null verschieden. Dann ist der Punkt (х,у) auf der Kurve т = т, 
ein Grenzpunkt für die Schnittpunkte dieser Kurve mit ihren be- 


nachbarten Kurven, und die Gleichungen f= 0, 210 bestimmen 


x und y als Funktionen von т.“ 
Man kann beide Behauptungen, ohne von den Peanoschen Be- 
trachtungen über Grenzlagen einer veränderlichen Figur Gebrauch 
Р ү at Mat ks f(x, y, t) 
zu machen, folgendermaßen erhärten, wobei unter (ee | 
дад yar 5 
jedesmal die Zahl verstanden werde, die aus dem eingeklammerten 
Ausdruck durch Ersetzen von z, y, т durch 20, у, Ty hervorgeht. 
Um die erste Behauptung zu beweisen, bezeichnen wir mit 
£o + 22, Y + Ay die Koordinaten eines Schnittpunkts der zu т, und 
ту-+ Ат gehörenden Einzelkurven. Die Gleichungen: 


(+ Ах, у„+ Ду, т) = 0, ft Aë у + Ау, pk Дт) = 0 
liefern die Entwicklungen: 


D Elan ENa 


CHE 


| 
о 


Hier ist vorausgesetzt, daß die erste für 2 = Zu, у = Yo, Т = fy 
nicht verschwindende Ableitung von f nach т die »* sei. 
Aus den gefundenen Entwicklungen ergibt sich: 


Al = CD (27) APE., 


v!2, \ду/о \дт'/ 0 
ner 


d. h. es gehört zu jedem, absolut genommen hinreichend kleinem, Wert 
von Ar ein reelles Wertepaar Ag, Ay, und der Punkt (2, Yọ) ist 
die Grenzlage reeller Schnittpunkte der Kurve т = т, mit ihren be- 
nachbarten Kurven. 


6* 
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Um die zweite Behauptung zu beweisen, suchen wir die Zahlen 
d'z, d'y so als Funktionen von т zu bestimmen, daß den Gleichungen: 


fat Ae Mert А! у, pat Ат)=0 und (57 г 


zih = 
Ta = ау 4'у,т==т-- Ат 


genügt wird. Hier erhalten wir die Entwicklungen: 


N, ze Ду +17. de al Ат +: е0 


2 i WË 
9, dei Gt + ET ет) LE = 0, 


aus denen folgt: 


Gu Rare? 69 Gil ае ух, 


An w СУУЗ SR Сыры CS 


Hierdurch sind Ae und An als Funktionen von Ar festgelegt. 
Im allgemeinen d. h. nach Ausschluß getrennt liegender Punkte 
istv=2. Setzt man nämlich + Sr 4, Mack AM dy Tot Ат то 
und berechnet die Determinante 4 für z = 2, Y = Yy, т==ту, 80 
sieht man, daß fr absolut so klein genommen werden kann, daß 4 
nicht verschwindet. Es bleibt also 4 längs eines Teiles der durch 


f=0 und 0 festgelegten Kurve von Null verschieden. Wäre 


nun beständig v > 2, so begännen die Entwicklungen von ez und 
d'y für die Umgebung jedes Punktes dieses Teiles mit einer höheren 
als der ersten Potenz von Ar, die Berührende wäre ein Punkt und 
keine Kurve. 

Im Anschluß hieran weisen wir nach, daß die Berührende unter 
den Voraussetzungen des Peanoschen Satzes eine Einhüllende ist, wo- 
bei wir statt Zas Yo, Ta einfacher x, y, т schreiben. Da, wie gezeigt, 


2 
= längs der Berührenden im allgemeinen von Null verschieden ist, 
haben wir die Entwicklungen: 

Ах = а, Ат + yA... Лу= 0, Ат +, Ат +. -, 


wo: 
SES ES? —1 ff 


Setzt man den Koeffizienten von Ar? in der ersten der für 'х 
und J'y geltenden Gleichungen, d.h. in: 


Ке + а, Лт... y+b At... t+ Лт) = 0, 
gleich Null, во folgt: 
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ôf SC Sg кө 
бв ку Же HEED + у 
Ze EN 
+ en tech Fa en, 
aber 
o'f af af 
EL Te t a 7 
so daß 
CT ôf RE 1 0°f 1.085 
дш + Т дуз ME + Seef ab, + жду 1 "Së 


Hierdurch erhält man: 


Ка + х,у + дт) 4 Ё да+... 

d. h. die Funktion f(x, у, т) ändert ihr Zeichen nicht, wenn man die 
Koordinaten solcher Punkte der Berührenden, die in hinreichender 
Nähe des Berührungspunkts liegen, in sie einsetzt. D. h. geometrisch: 
die Kurve т = const. wird im Berührungspunkt von der Berührenden 
nicht geschnitten. 

Für unseren Beweis ist es wesentlich, daß bei 2 = %, Y = 00; 
т = т, nicht sämtliche Ableitungen von f nach т verschwinden; sonst 
werden Ar und Aa gleich Null, und von einer Berührenden kann 
keine Rede sein. Ein Beispiel für diesen Fall liefert die oben be- 
trachtete Kreisschar mit der Gleichung: 


[= @— p) + (у — Ф) – g= 0. 

Hier erhält 4 für =g,(r), у = Ger) den Wert 44, der von 
Null verschieden ist, wenn die Kreisschar nicht aus den Krümmungs- 
kreisen einer Kurve besteht. Trotzdem kommt keine Berührende zu- 
tage, wenn die Kreise der Schar durch zwei feste Punkte gehen. 
Hier kann man, wie wir sahen: 

Ё = а? + у*— 2(ж + a) >e 
setzen. Bei: ж = — с, verschwindet = und alle übrigen Ableitungen 
von f nach т sind von selbst Null. 


§ 17. Die Berührende und die Einhüllende einer durch zwei 
Gleichungen gegebenen Kurvenschar. 
Wir untersuchen nun den Fall, in welchem eine einfach unend- 


liche Kurvenschar т = const. festgelegt ist durch zwei Gleichungen 
von der Form: 


в= (т), у = (т), 


und betrachten ausschließlich gewöhnliche Punkte der Kurven т = const., 
0 з 


für die also = und з nicht gleichzeitig verschwinden. Wir wollen 


www.rcin.org.pl 


86 Erster Teil. Ebene Kurven. 


zunächst annehmen, daß die Schar £= const. aus den senkrechten 
Durchdringungskurven der Schar r = const. bestehe. Dies bedingt, 


daß 
А an dh ӘҺӘ 


It дт a дё дт 


sei, falls der zu (ż, т) gehörende Punkt ein gewöhnlicher Punkt der 
Kurve ¿= const. ist. Ist er aber ein außergewöhnlicher Punkt dieser 


ER, 


Kurve, und sind d Th die ersten für ihn nicht zugleich ver- 


т” т 
schwindenden Ableitungen von f, und f, nach т, so muß die Beziehung: 


neh, әһә 
ot дт” дъ дт” 


bestehen. Die Annahme der Rechtwinkligkeit beider Scharen ist für 
den praktischen Gebrauch der zu entwickelnden Regeln ohne Einfluß, 
aber sie vereinfacht die zu führenden Beweise. 

1. Ort der Grenzlagen der Schnittpunkte benachbarter 
Kurven. (Grenzkurve.) Wir suchen zunächst eine Bedingung für 
die Grenzlage der Schnittpunkte einer Einzelkurve т = const. mit 
ihren benachbarten Kurven. 

Ist der Punkt = f, (0, т), у = (6 т) ein Schnittpunkt der zu den 
Werten т und т + 4r gehörenden Kurven, so möge er auf der 
letzteren dem Parameterwert t + 4t entsprechen. Dann ist: 


Gel А 4„т+ Ach, фт) IL Ат + AN). 


Die Werte von At und Ar bestimmen sich hiernach aus den 
Gleichungen: 


+ ar Ek, H лі 5 a RER 


Angenommen Së wäre nicht Null, und die erste nicht verschwindende 


Ableitung von f, nach т wäre die vis Dann folgt: 


Aert: 


und die zweite der Bestimmungsgleichungen für 4t und Ar liefert 
nach Fortheben des Faktors Ar: 


аһ 
Së 0 0 ћ A п—1 + дї 4- 0 
Of Zei т 
N! 
ot 


Wenn diese Gleichung durch т = 0 befriedigt werden kann, ist 
der Punkt (t,t) auf der Kurve т = const. die Grenzlage der Schnitt- 
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punkte dieser Kurve mit ihren Nachbarkurven. In diesem Falle kann м 
zunächst nicht gleich eins sein. Wir hätten dann nämlich: 


ôf, дї BRAA = 0, 
ðt de ôt дт 


und da, wie vorausgesetzt: 


4,00, , Oh 3 _ 
ôt дт ot дт ? 


JACET AC 
+ 9 
was mit der Annahme ж = 1 unverträglich ist. 


Wenn aber n>1, so kann die Bes Gleichung nur dann 
durch Ar = 0 befriedigt werden, wenn = ss 


so würde folgen: 


Auf dieselbe Weise zeigt man, daß für a 20 die ersten Ab- 
leitungen von /, und f, nach т verschwinden müssen. 

Damit also die Schnittpunkte der Einzelkurven unserer Schar 
mit ihren benachbarten Kurven Grenzlagen besitzen, die ihrerseits, 
wie wir sagen können, eine „Grenzkurve“ festlegen, müssen die 
Gleichungen: 


ho, 220 


durch ein und dieselbe Beziehung zwischen { und т erfüllt werden. 
2. Bedingung für die Einhüllende. Fragen wir jetzt nach 
der Bedingung für das Vorhandensein einer Einhüllenden. 


Wenn: 
E = (5) + > 


so sind die Gleichungen der zum Punkt (t,t) der Kurve т = const. 
gehörenden Normale die folgenden: 


0+ t 
stoe v-hthrz 


Für den Schnittpunkt dieser Normalen mit der Kurve t+ 4 rt = const. 
erhalten wir: 


oh 

En TE = (+40, e E dei, 
un 

+ э = BÉLA EL 40), 
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oder: 


FEN ZA 4 ir}... 


л = = З да Зер 


Dies liefert nach Geer von h zur Bestimmung von 4t die 


теа 1 MES of, + Get, IR) ава GC д, Ж дзр, дї, Ыг 
Ze ot "д дї д{дт 0+ ' дїдт т) * 


эе ы eng GN fa г) д титу 
Ist u der kleinste Wert von n, für den der Ausdruck: 


m_heh, ёһдһ 
” Jot д." дї 


von Null verschieden ausfällt, so folgt: 


RER 
делет" 
Für h ergibt sich die Gleichung: 


T _ (eh 2f ef, of, 1 (25 0А ON OR 
VE tee et 


und nach Ersatz von 4? durch den gefundenen Ausdruck wird: 


ILR Әр, әү ar ët, DEE ,, 
det дт" 26 SE 90 


wo die u ersten Glieder der Entwicklung hingeschrieben sind. 
Wir setzen zur Abkürzung: 


hVE = а Ат Ьа, 414 .: 

Zunächst kann man aus dieser Entwicklung die oben gefundenen 
Bedingungen für das Vorhandensein einer Grenzkurve herleiten. Soll 
nämlich der betrachtete Punkt ein Schnittpunkt der Kurven т = const. 
und т + Ит = const. sein, so muß h verschwinden, d.h. fr ist eine 
Wurzel der Gleichung: 

а, + 0 Ат + = 


Der betrachtete Punkt bezeichnet eine Grenzlage der Schnittpunkte der 
Kurve т = const. mit ihren Nachbarkurven, wenn die letzte Gleichung 
die Wurzel Лт = 0 besitzt, d.h. wenn а, = 0. Dann folgt aber, 
wie früher: 
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Damit der betrachtete Punkt einer Einhüllenden der Kurvenschar 
angehört, darf die durch ihn hindurchgehende Normale nur auf einer 
Seite der Kurve von den benachbarten Kurven geschnitten werden, 


d.h. die Entwicklung von Л muß mit einer geraden Potenz von Ar 
beginnen; also müssen jedenfalls die Ableitungen A und r ver- 
schwinden. 

а". 


Sind wieder - und 


=з die ersten nicht gleichzeitig ver- 
schwindenden partiellen Ableitungen von f, und /, nach r, so besitzen 
die Ausdrücke M,F,...F, den Wert Null, so daß u größer wie v 
ausfällt. 


Aber a, ist von Null verschieden, da aus SE und а,=0 
entgegen unserer Voraussetzung sowohl Ho wie 2 0 folgen 


würde; somit beginnt die Entwicklung von k mit 1 xte Potenz 
von Ar, und wir haben es mit einer Вір йереп zu tun, 
wenn v gerade ist. 

3. Wie kann man hier zeigen, daß die Grenzkurve die 
Einzelkurven der Schar berührt? 

Wir haben zunächst eine Hilfsbetrachtung nötig. 

Der Punkt (2, у) liege auf der Grenzkurve und sei ein gewöhn- 
licher Punkt einer Kurve т = const. Wir legen durch diesen Punkt 
eine willkürlich gewählte Kurve mit der Gleichung f(z, y) =0 und 
nehmen an, daß der Punkt für diese Kurve ebenfalls ein gewöhn- 


licher sei, so daß as und Г für ihn nicht zugleich verschwinden. 
Liegt der Punkt б a. y + Ау) ebenfalls auf der gewählten 
Kurve, so haben wir: 
дк (of, IR, 
Sg er ЕР. 
д DE Ки д” 4 


St (Bar. HEA ge.. bag 
Diese Gleichung stellt die re zwischen ft und Ar beim Fort- 
schreiten auf der gewählten Kurve dar. 
Hier sind folgende Fälle zu unterscheiden. 

affı fh GE 
д ôt I ot noch дж дт” + 5 Ss 
Dann wird die Kurve т = const. von der durch f(x, y)=0 dargestellten 
Kurve — Schnittkurre — weder berührt noch senkrecht geschnitten, 
und man erhält: 


a) Es verschwindet weder 


Ai geg k („2 0). 


b) RN ist von Null verschieden, aber MEN 2га", 
ôx ôt ду ðt дә д7 дуду” 
RER en 
ist gleich Null, und ebenso jedes O TULA 
0x дт” ду дт" 


von n=v bis zu 


а MATEN си 
D 
WWW ГС! ien А ИТТ) рҮ АН] 


a 
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п=ъ 4 а — 1. Dann wird die Kurve # = const. von der Schnittkurve 
berührt, und man hat: 


Ah = EE Pez «>i. 


в) A чер 2 а ist von Null verschieden, aber jedes 
ar, Sr np 
да дт" ду дт" 


ist gleich Null. Dann fällt die Schnittkurve mit der Kurve t = const. 
zusammen, und man hat 4i = 0. 


d) 21 а А. a JA ist gleich Null, so daß die Kurve т = const. von 
EE? ach ot 


der te berührt wird. Hier kann entweder jedes Glied 

IFF , IFR : | | ! 
verschwinden — wo dann die Schnittkurve mit der 

дж 020" ду дї? 

Kurve т = const. zusammenfällt (Мт = 0) — oder man erhält, da jetzt 

FR? 

д2 Zi ду де 


von Null verschieden ist: 


P 
Ат= а41 +... (a 2 0), 


wo q<v, und bei g =v die Zahl p>1 ist. (Vgl C. Jordan. Cours 
d'Analyse. Bd. I, 2. Aufl. Paris 1898. 8. 343.) 

Wir hatten angenommen, daß längs der Grenzkurve € und т durch 
eine Beziehung verbunden seien, vermöge derer die (v — 1) ersten 
Ableitungen von f, und f, nach т verschwinden, die »*® aber im 
allgemeinen nicht. Die Erzeugung der Grenzkurve bringt es mit 
sich, daß sich längs ihrer ї und т ändern, da ihre Punkte ja einer 
stetigen Reihe von Einzelkurven angehören. Es schließt dies nicht 
aus, daß die Grenzkurve zugleich eine bestimmte Einzelkurve der 
Schar sei. Dann ist sie eben sowohl durch eine Gleichung t = ra 
wie durch eine Gleichung ф(ї,т) = 0, in der ¿ und т vorkommen, 
darstellbar. 

Nehmen wir nun an das Wertepaar L т liefere einen Punkt der 
д”, 


Grenzkurve, für den von Null verschieden sei, während die 


Kurve т = const. nicht mit der Grenzkurve zusammenfällt. Die für 
die Umgebung des betrachteten Punktes auf der Grenzkurve geltende 
Beziehung zwischen 42 und Дт wird gegeben durch die Gleichung: 


wenn in ihr Ё und т durch t+ At, т + Ar ersetzt werden. 
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Dies ergibt: 
д?р, ЕСД А E Se 
At+- А+... 1 
ддт ® 2 д{%дт т = (v — 1)! дт” 


Ar. 


Da es nach der obigen Annahme über das Wertepaar Ё, т aus- 
geschlossen ist, daß diese Gleichung durch 4r = 0 befriedigt werden 
könne, erhalten wir: 


Ir=bAt" +...» 

жои < – 1. 

Diese Entwicklung bedingt aber, nach dem oben unter 4) Gezeigten, 
daß die Grenzkurve die ee der Schar т = const. berührt. 

Man kann sich umgekehrt leicht überzeugen, daß die gefundene 
Gleichung zwischen Ar und At eine die Kurven т = const, berührende 
Kurve festlegt. 

Setzen wir in: 


le 1 д3], KT 

Ах L At аа e e NE 67. 
д taae S Торак Za g 
JA 1 дү, | 10%, 

и == At кые Л Ур; E RA E e 

Ay ot Tage ў Ту; Wa 


statt Ar die Potenzreihe bAt” +---, so wird Ar” von höherer als 
der ersten Ordnung in A, dan < v — 1, daher: 


дА 
- Дх 0% 
Lim ——— = (sgn At) ——— 
по з ду? (50 ) (2а) GI 
дї ðt 
2, 
Шш ле е (50% At) = . 
(л=о) ENEE ON A) +068): 
t ot 
Für die Entwicklung: 
1 
Art=adt’+..- 
ergibt sich: 
On е 2 
Lim L = (sgn At) с. 
Ит. v&+ „© SCH 4 E 4:5 ЧУЙ 
д2 v! дт" 3t о! дт 
д, у h 
Lim ——- ЕЕЕ (sgn At) A o Ze = S 
at=) V4% +4y VU + En +(% Ban 
ët oi дт dt al дт 
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Für die Entwicklung: 
dt = Ayya Ат 4 ++ 


folgt: 
ES 
dë дт" 
ım ——— = (sgn AT” erer 
(4т=оу}/4х* + ау? Т DESEN 
дт” дт 
дт” 


1 аш. 2. == ATN =M 
tee eer Е Ver, E 
дт” дт" 

Bemerkung. Der von О. Biermann in der Festschrift der 
technischen Hochschule zu Brünn 1899, 8. 5 geführte Beweis des 
Satzes, daß die Grenzkurve eine Berührende darstellt, ist nicht ein- 
wandfrei. Ganz unverständlich ist mir die Ansicht von E. Czuber 
(Archiv der Math. u. Phys. (3) Bd. 2. S. 113. 1902, vgl. Н. Wieleitner 
„Theorie der ebenen algebraischen Kurven höherer Ordnung“ 8. 49. 
1905), nach der die Berührende der Schar т = const., der Ort der 
Punkte sein soll, in denen eine Kurve т = const. von einer Kurve 
t = const. berührt wird. 

4. Allgemeines Verfahren zur Ermittelung der Be- 
rührenden und Einhüllenden. Die entwickelte Regel zur Auf- 
findung einer Berührenden und zur Entscheidung darüber, ob sie eine 
Einhüllende ist oder nicht, kann man, ohne eine Integration ausführen 
zu müssen, auch dann anwenden, wenn die außer der Schar т == const. 
noch auftretende Kurvenschar nicht aus den senkrechten Durch- 
dringungskurven der Schar т = const. besteht. Es sei gegeben: 


x= (9,7), у==һ„(#,т), 
und die Scharen т = const., # = const. seien nicht rechtwinklig, so- 
daß die Zahl: 


Ch, ch Oh, Oh, 
09 т 28 02 
im allgemeinen von Null verschieden ist. 

Ersetzen wir 9 durch eine Funktion von € und т, so wird dadurch 
die Schar т = const. nicht geändert. Wir denken uns 9 derart als 
Funktion von £ und т(9 = (7, т)), daß die Kurven # = const, 
т = const., rechtwinklig ausfallen. Wenn hierdurch Л, (9, т) in f (т), 
AL, т) in f(t, т) übergeht, so wird: 


= 


ôf, _ 2h 09 д, _ 2h 09 
2 EIN It 290° 
of Long, dh д, дһ, д9 man 
dr 288 дт дт дт д9 дт дт 
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Als Bedingung der Rechtwinkligkeit der Kurven ?Ё = const., 
т = const. kommt: 
09 


Oh,\2 Oh,\? 
E= (38) +) 
Wir können also den Wert der Ableitung > da er gleich -ž 


ist, an jeder Stelle (9, т) berechnen, ohne die Funktion g(t, т) durch 
Integration oder sonstwie ermittelt zu haben. Damit sind wir im- 
stande auch die Ableitungen von ў, und f, nach т zu berechnen und 
die oben entwickelte Regel anzuwenden. 

Man erhält z. B., wenn « die Zahl eins oder zwei bedeutet: 


wenn: 


ôf, Әһ, Е Әһ, 
de OB 
Е 3 
дү, eh, (Pä ën, к Әһ | FOE °ъ| on, 
Zi 79 (z) — Jir E 29 \EOF дт +" 


Das Verschwinden der Ableitungen m und h besagt hier so- 
viel, wie die Beziehung: 
дь 2%, _ 2h, 3h Q 
08 дт 080 
Setzt man nämlich: 
дһ, ðh, Әһ, 2 


79 9 — Se 28 17 
so ist: 
Be wës дһ _10dh р 
dr ОВ dem Ое 


Wird für eine beliebige Funktion f(#, т) die zusammengesetzte 
Ableitung: 


öfF дг 
LAT 
mit СА bezeichnet, во stimmt die oben benutzte Zahl v mit dem 
kleinsten Wert von m überein, für den bei D = 0 der Ausdruck: 
Echt be 
йт? 
von Null verschieden ist. 

Als Beispiel wollen wir eine Kreisschar betrachten, 
welche die Besonderheit darbietet, daß ein Teil der Ein- 
hüllenden mit einer Einzelkurve der Schar zusammenfällt. 

Wir beschreiben um den Koordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt 
einen Kreis (К) vom Halbmesser Eins, ferner um den Punkt mit den 
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Koordinaten 2 = d у = © einen Kreis (К,) mit dem Halbmesse: ein 


Viertel. Eine durch den Koordinatenanfangspunkt gezogene und 
unter dem Winkel т gegen die positive x-Achse geneigte Grade 
schneide den Kreis X, im Punkte A, den Kreis X, im Punkie B, 
Um A werde mit AB als Halbmesser der Kreis X, beschrieben. 
Durchläuft т alle Werte von О bis 2, so berühren die den Bedingungen: 


0<ı<H, 37 стя 


entsprechenden Kreise К, den Kreis X, von innen, die der Bedingung: 


л 37 
Deren 


entsprechenden Kreise K, berühren den Kreis K, von außen, die 
Kreise Ka und Кз; fallen mit K, zusammen. 


2 2 
Die Gleichungen des Kreises X, sind: 


z= 5 совт + (1 — 


у 
Man erhält: 


cost 


3 ) сов ®, 


1 Я cos Е 
= 5 cos r sin t + (1 — З) sin 9. 


2 2 


F= 5 (1 SE 5) сов (2т — 8), E= (1 — =“ ү 


2 


en (sin (27— 9) — sin d 


2 


2 


nn (sin (27— 9) — sin d 


S ене (sin (2т — 9) — sin т) 


cos # /cos? (2r — 9) 
3 Li ) -+ 2 соз (2r — 9) — cos 2 
2 


2 дт 


sin 9 /сов%(дт — 9) 
т E ( SE + 2 сов (2t — 9) — cos e 
2 


Zë (sin (27 — #)— sin т) 


Die Bedingung für die Berührende, nämlich: 


sin (2r — 8) — sin t = 0 


ergibt für 9 die beiden Bestimmungen: 


Act, 9 = 3т – л. 


www.rcin.org.pl 


§17. Die Berührende einer durch zwei Gleichungen gegebenen Kurvenschar 95 


Die erste derselben, die wir ausschließlich betrachten wollen, liefert 
den Kreis К, also eine Einzelkurve der Schar. Für 9 = т folgt: 


Of, _ совт GE  einzcosz 
дт? CT E BE 
сов 
= Дї?+. 


Ziehen wir also durch den DN CC der Kreise К, und K, 
eine Normale zum Kreise Кү, so wird sie von den dem Kreise Ж, 
benachbarten Kreisen im positiven, im Inneren des Kreises X, liegenden, 
oder im negativen Teil geschnitten, je nachdem der Kreis К, den 
Kreis X, von innen oder von außen berührt. 

5. Der Satz, daß die senkreehten Durchdringungskurven 
einer Kurvenschar in den Punkten der Einhüllenden dieser 
Schar Spitzen besitzen, darf nicht umgekehrt werden. Es 
ist sehr wohl möglich, daß der Ort der Spitzen der Orthogonalschar 
die Einzelkurven der gegebenen Schar nirgends berührt, nämlich dann, 
wenn für die fraglichen Punkte (1, т) die Ausdrücke /,(# + 4t, t + Ar), 
f(t + 4t, т + Ат) nicht nach ganzen Potenzen von At und Ar ent- 
wickelbar sind, wenn also die wesentlichste Voraussetzung unserer 
Beweisführung nicht mehr erfüllt ist. 

Betrachten wir z. B. in den Gleichungen: 


z=t+9, y=t+ 95 


die Zahl 9 als eine solche Funktion von t und т, daß die Kurven 
т = const. die Kurven ?= const. rechtwinklig schneiden. Hier wird: 


h 142022, 2h 1430, 
Оһ 9900, ae t. 
OT 


Die Bedingung F = 0 ergibt: 


2 +38 + (48 +99)? — 0, 
d.h. 
TET |. : 
92— 9+ —- — 5-106(2 +89) = Ob 
wo С den Integrationsparameter bedeutet 


. А 3% S 
Nun ist, wenn wir den absoluten Betrag von -> kleiner als Eins 
voraussetzen: 


Е о, 59 991 әтә? 
log (2 + 39) = log 2 + а Я are 
somit bei С + 12 log 2 = т: 
E 16 
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oder: 


Bastien + 
ж==т —(т— tft v 


y =t + (Vr =} + 


Die Gerade mit der Gleichung x = y ist hier, wie aus den ge- 
gebenen Gleichungen unmittelbar hervorgeht, der Ort der Spitzen 
der Kurven € = const.; aber die Tangenten der Kurven т = const. in 
den Punkten dieser Geraden sind senkrecht zur x-Achse. Eine Ent- 
wicklung von 4x und Ay nach ganzen Potenzen von At und Ar 
ist für die Umgebungen der Punkte unserer Geraden nicht möglich. 


daher: 


5 18. Die Striktionslinie einer einfach unendlichen Kurvenschar. 


Wir betrachten in einer Kurvenschar т = const. zwei zu will- 
kürlich gewählten Werten т und т + Ar gehörende Kurven und legen 
durch die Punkte der ersten Kurve ihre Normalen. Schließen wir die 
Sehnittpunkte beider Kurven aus, so wird auf jeder Normalen von 
den beiden Kurven eine Strecke ausgeschnitten, und diese Strecken 
können möglicherweise Maximal- und Minimalwerte annehmen. Die 
Punkte der zu r gehörenden Kurve, die von den die Maximal- und 
Minimalstrecken enthaltenden Normalen getroffen werden, nähern sich 
dann im allgemeinen mit verschwindendem 4r bestimmten Grenz- 
lagen, und die Gesamtheit dieser Grenzlagen auf allen Einzelkurven 
der Schar wird sich auf einer neuen Kurve befinden, die wir die 
Striktionslinie der Schar nennen wollen. Rühren die Grenzlagen 
von solchen Punkten her, zu denen Maximalwerte der oben be- 
trachteten Strecke gehören, so nennen wir ihren Ort die Stauungs- 
linie der Schar, im entgegengesetzten Fall die Einschnürungs- 
linie der Schar. Die Striktionslinie kann also sowohl aus der 
Stauungslinie und der Einschnürungslinie, wie nur aus einer dieser 
Linien bestehen; auch ist es nicht ausgeschlossen, daß eine Ein- 
schnürungslinie zugleich eine Berührende der Schar ist. 

Wir wollen jetzt die Bedingungen für das Auftreten einer 
Striktionslinie aufstellen. 

1. Die Kurvenschar sei gegeben durch eine Gleichung 
von der Form: 

far) = 0. 


Wir sahen H 75, wenn: 
г of 
Sat, n=y +h- 
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die Gleichungen der Normalen sind, daß derjenige Wert von h, der 
dem Schnittpunkte der Normalen mit der Kurve t + Ar entspricht, 
durch die Gleichung bestimmt wird: 


h=b dt + 41 +... wo 0, = —. 
of 
Hier ist zunächst ЕП als von Null verschieden anzunehmen. Der 


absolute Wert von Ar soll so klein genommen werden, daB das Yor- 
zeichen von /№ mit dem des ersten Gliedes der Reihe übereinstimmt, 
Dann kann unbeschadet der Allgemeinheit 4r als positiv vorausgesetzt 
werden. Die notwendige Bedingung für das Auftreten eines Maximuns 
oder Minimums von h ist, wenn wir h längs der Kurve т = const. 
als Funktion von x betrachten: 


Wenn aus dieser Gleichung und der gegebenen f(x, y, t)= 0 die Zahlen 
ж und y als reelle Funktionen von т und Ar berechnet werden können, 


so setze man diese Funktionen an Stelle von x und y in die weiteren 
Ableitungen 


dit, 2%, 


da” да" 


Art, 


ein. Der erste so erhaltene Ausdruck, der nicht identisch ver- 
schwindet, ergebe sich für n =v. Wir haben es alsdann mit einem 
Maximum oder Minimum von А zu tun, wenn v eine gerade Zahl ist. 
Geht man mit 4r zur Grenze Null über, so ergibt sich als not- 
wendige und hinreichende Bedingung für das Vorhandensein einer 
Striktionslinie: 

1. daß die Gleichungen f= 0 und “з == () (одет: ба. бзш 0) 
eine reelle Lösung: v = h (т), у = ћ, (т) besitzen, 

2. daß der erste nicht verschwindende Ausdruck 


EH 


da” ) #=М(@, y=ħ (0) 


zu einem geraden n gehöre. Wir wollen ihn kurz mit b bezeichnen, 


während 


) mit B bezeichnet werde. 
w а=, у= i 


Eine Stauungslinie tritt auf, wenn bei positivem В die Zahl b 
negativ, oder wenn bei negativem B die Zahl b positiv ausfällt, aber 
eine Einschnürungslinie, wenn B gleich Null ist, oder wenn B > 0, 
b>0, oder wenn B<0, b<0. 


v. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. Т 
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Es ist aber nicht notwendig, daB man auf die gezeigte Weise 
die ganze Striktionslinie erhält. Wir haben nämlich bei Anwendung 


der vollständigen Differentiationen nach x vorauszusetzen, daß 39 
nicht unendlich oder, was dasselbe ist, daß 3 sl nicht Null wird. Nun 


kann gerade der Ort der Punkte, für die Ee verschwindet, einen Teil 


der Striktionslinie bilden. Um diese Möglichkeit mit zu berücksichtigen, 
hat man b, nicht nur als Funktion von x, sondern auch als Funktion 
von у Massen und zu untersuchen, ob die Gleichung: 


db, 
dy 
einen Teil der Striktionslinie liefert. 
Die Gesamtlösung der Gleichungen f= 0 und: 


ob, Of дь, дү”. 
oder: 
ee Фук? 
SEENEN 
muß die ganze Striktionslinie umfassen. Aber diese Lösung kann in 
Gap or und für jeden derselben hat man, wenn für ihn 


GC und Эу von Null verschieden sind, durch voliständige Differen- 


tiationen von b, nach x oder y, wenn ЗЬ verschwindet, durch voll- 


=0 


ständige Differentiationen nach x, wenn Р verschwindet, durch voll- 


ständige Differentiationen nach y zu entscheiden, ob die entsprechende 
Kurve der Striktionslinie angehört oder nicht. 

2. Beispiele a) Für die einfach unendliche Kreisschar mit 
der Gleichung: 


-ae + (0 (т) – (0° = 
(p+ p = 1, фр 0) 


ergibt sich: 
SM @- Ф) Ф +(у—Ф,)Ф Lee, 
= 


Ф 
db, _ Y- Ф) (2 Ф), 
dr P(Y — Ф») 
ai ( 1 ab E KEN d 
dai p \у—Ф, ` (у—%»)° (Y — gel 
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e N db, я 4 А 
Die Gleichung: Aer H lösen wir durch die Beziehungen: 


Zus bn, у— p= Кф. 
Diese Ausdrücke, in die Gleichung der gegebenen Schar ein- 
gesetzt, liefern: 


= фі, 
somit: k = аф, wenn & gleich + 1, oder gleich — 1. 
Hierdurch erhalten wir: 


В=зв+ф, b= (7 
Es tritt auf bei 


ka акы ф?ф,'%* 


ф' >> 1 eine Stauungslinie für: = + 1, eine Einschnürungslinie für: &= — 1, 

g' = » ” „ == р » i E 1, 
б< фр = Т ш ЕЧ » &= +1, 
= Шарі Омо D ae) 

Ф =—1 „ d Se e Äere 5 zë dE 

ф<—1 » ё=—1, „ &=+ 1. 


In BE Fällen, i in denen keine ВОВЕ. е ist (p° > 1), 
tritt sowohl eine Stauungs- wie eine Einschnürungslinie auf; in den 
Fällen, in denen eine Einhüllende vorhanden ist (p?< 1), tritt nur 
eine Stauungslinie auf; endlich fällt, wenn eine Berührende, aber keine 
Einhüllende vorhanden ist, die Berührende mit der Einschnürungs- 
linie zusammen, und außerdem tritt eine Stauungslinie auf. Die 
Gleichungen: 2 — p, = Eë, y—p=ky,' zeigen, daß jeder Kreis 
der Schar in denjenigen beiden Punkten von der Striktionslinie ge- 
schnitten wird, die er mit der in seinem Mittelpunkt berührenden 
Tangente der Mittelpunktskurve gemein hat. 

Es dürfte nicht überflüssig sein, das für die Striktionslinie der 
Krümmungskreise einer Kurve gefundene Ergebnis für sich her- 
zuleiten. 

Wir bezeichnen zu diesem Zweck die Koordinaten einer gegebenen 
Kurve mit д, Yọ und betrachten sie als Funktionen ihrer Bogenlänge s, 
so daß hier s an die Stelle von т tritt. Die Koordinaten des zu £ Yo 
gehörenden Krümmungsmittelpunkts sind: 


d dn 
21 == 10 — 0 e, er гах 


Die Gleichung der Schar der Krümmungskreise ist: 
[== (® — z) + (у — y) 62 0. 


da, __de ау, ау, de dæ, 


ds 45 48) ds de аз’ 


Da: 


7e 
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so wird: 


2®° (о = ei 8 E eg, — Ak Sg pr. о). 


RAR CART 

(а) К” Sie 
зо ist w = Zén zu setzen, wo д gleich + 1 oder — 1, je nachdem 
о positiv oder negativ ausfällt. Hiernach ergibt sich: 


Da: 


ёа 
SL 1955 n) Ge), 
4% E ES dx, 2—2, 
de eds ds = 
аль 
ab, дой, ( 1 а-ар = st de ds 
da? ode de \у— D ду AN e Ts Y= y)" 
Die Gleichungen f = 0 und @ dJa = 0 ergeben: 
d 
ET Fe (в = + 1), 
daraus folgt: 
de 
B=3 49%, в 
Na Tr 
SE 
Für s=—1 erhalten wir die Einschnürungslinie mit den 


Gleichungen 

T= 0) У = Yo 
d. h. die Ausgangskurve; für ғ = + 1 erhalten wir die Kurve mit den 
Gleichungen: 


d d 
an 20 у=%— 90у 


und diese Kurve ist, da für Вг >0 die Zahl b <0, für B<O die 
Zahl b > 0, eine Stauungslinie. 

Hätten wir in diesem Beispiel b, nicht als Funktion von т, 
sondern als Funktion von y aufgefaßt, so wäre dasselbe Ergebnis zu- 
tage gekonımen. 

b) Wir betrachten die Schar konfokaler Kegelschnitte mit der 
Gleichung: 


x? 
N, 
Hier sei m? > n?, und zur Abkürzung werde gesetzt: 
3 [=] 


а = т? — т, В = п? — т. 
Мап erhält: 
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Da sowohl = wie 97 verschwinden kann, ist б, sowohl als Funktion 


von ж allein, wie als Funktion von y allein aufzufassen. Sehen wir 
b, als eine Funktion von 2 allein an, so entsteht: 


1 2? [1 1 1 
= (+ 
Der Ausdruck = verschwindet nur für = = 0. Dies liefert nur 


für die konfokalen Ellipsen (В > О) eine reelle Kurve, nämlich die 
y-Achse. Für z= 0 wird | größer als Null, somit B<0,5>0, 


d.h. die y-Achse ist für die konfokalen Ellipsen eine Stauungslinie. 
Sehen wir b, als eine Funktion von y allein an, so kommt: 


Der Ausdruck ыл verschwindet hier nur für у = 0, und das 
liefert für die Gesamtschar der konfokalen Kegelschnitte eine reelle 
Kurve, nämlich die x-Achse. Für у = 0 wird = kleiner als Null, 
somit B<0, b<0, d.h. die x-Achse ist eine Einschnürungslinie. 

c) Um auch ein Beispiel für den Fall zu geben, daß eine zwei- 
malige Differentiation von 5, nicht ausreicht, betrachten wir die 
Kurvenschar mit der Gleichung: 


хт + e) 


Hier wird: 
Л 1 
= DH 
утту 
und da = nie verschwindet, genügt es, b, als Funktion von y allein 
zu betrachten. Die Ableitung LA verschwindet nur für y gleich Null. 


In der Umgebung von у = 0 können wir aber b, nach positiven 
Potenzen von y entwickeln und erhalten: 
9 
b = É var See 
Daraus folgt: 


somit: B>0, b<0. Die x-Achse ist eine Stauungslinie. 
3 Die Kurvenschar т = const. sei gegeben durch zwei 
Gleichungen von der Form: 


x= filt, t) у= h(t T). 
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Wir sahen 5. 88, daß hier: 
en eh CC 


ү! SCH dt +- =bArt:- 
Zum Vorhandensein einer Striktionslinie ist notwendig, daß 
Te verschwindet. Hierdurch werde ¢ als reelle Funktion von т be- 


stimmt, ё = g(r). Setzt man g(t) an Stelle von £ in die weiteren 


Ableitungen 2 24 
wenn die erste nicht verschwindende dieser Ableitungen von gerader 
Ordnung ist. Bezeichnet man wieder ihren Wert mit b und setzt 
(hat = В, so geht die Entscheidung darüber, ob eine Stauungs- 
linie oder eine Einschnürungslinie vorliegt, in derselben Weise vor 
sich wie unter 1. 

Um ein Beispiel zu behandeln, wollen wir eine einfach unend- 
liehe Kreisschar durch die Gleichungen festlegen: 


z= фү(т) + ф(т) созі, у= ф,(т) + Ф(т) зіп, (ф(т);> 0). 
Hier wird: 


ein, so liegt eine Striktionslinie vor, 


‚= — (Ф, cost + фу sin t + Ф), 


2 
sg = ф, sin t — ф, cost, 2 1, = 9, cost + 9, sin t. 


Die Gleichung а =Q liefert, wenn ғ gleich 1 oder gleich — 1 ist: 


cos t = вфү, sin é= Epy, 
und damit: 
B=—-:-g, ф=з. 
Das Ergebnis ist dasselbe wie bei der früheren Behandlung dieses 
Beispiels in 1. 
4. Man kann die Striktionslinie einer einfach unend- 


lichen Kurvenschar auch dann bestimmen, wenn letztere 
durch eine Differentialgleichung: 


9. (0,0) 4® + 9, (ж, у) у = 0 


gegeben ist. Bezeichnet nämlich A (x,y) einen integrierenden Faktor 
der gegebenen Differentialgleichung, so können wir: 


0 g(x, dg(e, 
At, y)g (ж, у) = 20020), 1(&,Y) 9, (2, Y) = 123 


setzen, und die endliche Gleichung der Kurvenschar gewinnt die Form: 


2@уу—т— 0. 
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Die ір 1, 5. 98 gefundene Gleichung, der die Koordinaten der Striktions- 


linie genügen müssen, nimmt für ein konstantes a die Gestalt an: 


2 - (9-2 


En of GI дд ү дг дү 
дж\дудх? Segel EE 


Im betrachteten Falle wird: 
ООЗУ u Buhl 29, 
Г Т Ы (222 — я 58), 


ër är är f d 09, дд, 
Jado. Da E EC 975), 


ðxdy? дудаду _ 
somit gewinnt unsere Bedingungsgleichung die Gestalt: 


oder: 


919 (54 ER Gil SR ab KR 2254 = 0. 
Angenommen, dieser Gleichung würde durch у = F (x) genügt, während 
9, (x, Е( zc nicht verschwände. Wir haben hier: 
BURN. DEAN 
be? Ил: Ф? 
wo A selbst unbekaunt ist. Für die totale Ableitung einer beliebigen 


Funktion ф(2,у) längs einer Einzelkurve der durch 0,02 + gady = 0 
festgelegten Schar besteht die Gleichung: 


1 


Ce _ дф 
deis. PIs ha 
de 9з | 
Ebenso folgt aus der Bedingung, der A als integrierender Faktor 
genügen muß, nämlich: 
10680 21001 дд, ‚ до, 
3 dx Eur rer + Se 2 


daß: 


dog) _ 1 Es = ail 


ge kën ëm 


Setzen wir zur Abkürzung: уб, + 9 = u, во ist hiernach 


dm log Au 
йа" 
ein in x und у berechenbarer Ausdruck. Nun folgt aber: 
а 100 Au 4105 w (а cl 
ab, __ ал dh, _ аа? dx 
dr ` Аш "Se Au 
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Allgemein ist: 
а?®%” dp 1081 


1р gef de 


dn Au j 


es hat also jede totale Ableitung von b, nach x die Form eines 
Quotienten, dessen Zähler ein in ж und y berechenbarer Ausdruck, 
dessen. Nenner Au ist. Der Wert jeder Ableitung kann also ab- 


gesehen von dem Faktor 1 berechnet werden. Da eine gleichzeitige 


Änderung des Vorzeichens von B und b die Unterscheidung der 
Striktionslinie in Stauungslinie und Einschnürungslinie nicht beein- 
trächtigt, so ist es gleichgültig, ob A positiv oder negativ ausfällt, 
die unter 1. gegebene Regel bleibt anwendbar. 

Sollte 9, (x, F(&)) vegschwinden, g, (2, Е(а)) aber nicht, so führen 
durchaus entsprechende Betrachtungen hinsichtlich der totalen Ab- 
leitungen nach у zum Ziel. 

Als Beispiel wollen wir die homogenen Differentialgleichungen 
behandeln, nämlich: а 

y y 
gef Ki 


Wir setzen zur Abkürzung: у = н und haben damit: g, (ж, у)== — f(u), 
g(x,y) == 1. Weiter folgt: 


FERAN АЛАР ЭТА — VI LP 
b = IVI FFO u 1+ fu), 
alogu _ KWF) (- SCH 19), 


x 


de 1+f(u)? E 
dog) FW 
WORT ID ТҮ 


dog An _ FwWlurwW+1). 
2 (1 +f?) 


Nun ist u die 'Tangente des Winkels, den die vom Koordinaten- 
anfangspunkt aus nach dem Punkt (x,y) hin gezogene Halbgerade 
mit der positiven x-Achse bildet, f(u) ist die Tangente des Winkels, 
den die geometrische Tangente der durch den Punkt (x,y) gehenden 
Integralkurve in diesem Punkte mit derselben Achse bildet. Die 
Gleichung uf(u)+ 1 = 0 besagt somit, daß die bezeichnete Halb- 
gerade auf dieser Tangente senkrecht ist. Da die Tangenten der 
Integralkurven längs einer durch den Koordinatenanfangspunkt gehen- 
den Geraden einander parallel sind, so kann die Striktionslinie nur 
aus denjenigen von diesen Geraden bestehen, die die Integralkurven 
senkrecht schneiden. 
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Eine Schwierigkeit in der analytischen Behandlung unserer Auf- 
gabe entsteht, wenn eine der Koordinatenachsen die Integralkurven 
senkrecht schneidet, da dann entweder u oder f(u) unendlich groß 
wird. In einem solchen Falle dreht man am einfachsten das Koordi- 
natensystem um einen geeigneten Winkel um seinen Anfangspunkt, 
wodurch die Schwierigkeit beseitigt wird. 

Man erhält: 

rw 


А аа" 


Es sei «, ein endlicher, der Gleichung и/ (и) + 1 = 0 genügender 
Wert von u, der als von Null verschieden vorausgesetzt werde. Dann 
ergibt sich: 


(© овди) ех (и) F tio? (ио)? 
u = Me ei 


dx? 
($) L DTD, 
ах? и = ио Ce NOR ш 


Nehmen wir z.B. eine Schar ähnlicher und ähnlich gelegener 
Ellipsen mit der Gleichung: 


т(2? + у?) — 2nıy — 2т?= 0, 
wo: 


1 1 1 1 
dech ei % == а ei (ЖН, 


Die entsprechende Differentialgleichung lautet: 


dy nu-m 
d Ce MU = } 
Der Ausdruck uf(u)+1 hat die Gestalt: 


п (u?— 1) 
ит — т 


somit ergeben sich für и, die beiden Werte +1 und — 1. 
2 
Die Zahl f'(u,) wird bei w= +1 zu Е bei = — 1 zu "e 
Endlich entsteht: 
d?b 8° («к®— b?) аз _ ai а?) 
Ke (аа) 


dag? Sei, 1 dein e ВАШ), =i 


Hiernach ist die Gerade mit der Gleichung и= 1 eine Ein- 
schnürungslinie, die Gerade mit der Gleichung и = — 1 eine Stauungs- 
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linie. In dem gebräuchlichen Achsensystem gilt der Satz, daß für 
die durch die Beziehung: 


2р 55—120, (а>) 


bestimmte Schar ähnlicher und ähnlich gelegener Ellipsen die 4-Achse 
eine Einschnürungslinie, die x-Achse eine Stauungslinie ist. 


819, System von zwei einfach unendlichen Kurvenscharen. 


An die Behandlung von Fragen, die sich auf eine einfach un- 
endliche Kurvenschar beziehen, schließen wir Betrachtungen über zwei 
einfach unendliche Kurvenscharen. Bei der Untersuchung einer 
einzelnen Kurve hat sich die Benutzung der Bogenlänge als sehr 
tunlich erwiesen. Wir erörtern daher zunächst den Begriff Bogen- 
länge bei zwei einfach unendlichen Kurvenscharen, sowie die Art und 
Weise, wie die Ableitungen nach Bogenlängen aufzufassen sind. 

1. Bogenlänge. Dieser Begriff findet seine analytische Definition 
am einfachsten, wenn die gegebenen Scharen т = const. t= const. 
durch Gleichungen von der Form: 


Р ж= (ът), у= (67) 
festgelegt sind. 


Die Bogenlänge einer Einzelkurve т == const. bezeichnen wir mit 
б, und betrachten sie als mit wachsendem # wachsend. Die Null- 
punkte der Bogenlängen б, auf den Kurven т = const. können be- 
liebig gewählt werden; sie bilden eine Kurve, die durch die Gleichung: 


t = p, (1) 
dargestellt sei. Setzen wir: 


оа 


so folgt: 


t 
6, = Гува 
Ф. (0) 


Hängt E nur von ѓ ab, во hat die vorstehende Integralgleichung 
die Form: 


e, = vlt) — die, (0) 


Geben wir hierin der Veränderlichen t zwei bestimmte Werte ? 
und d und nennen die entsprechenden Bogenlängen auf einer Kurve 
т = const. бү und бү", so ergibt sich: 


el Bä ell = p(t) K- y(t"). 


§ 19. System von zwei einfach unendlichen Kurvenscharen. 107 


Die Differenz 6, — of bleibt also dieselbe, wie wir auch den 
Wert von r wählen mögen, d. h. geometrisch: irgend zwei Kurven 
t = const. schneiden aus den Kurven т = const. Stücke von derselben 
Bogenlänge aus, oder mit anderen Worten: jede Kurve t= const. 
entsteht aus irgendeiner von ihnen, indem man nach derselben Seite 
hin von der letzteren aus gleiche Bogenstücke auf den Kurven т = const. 
abträgt. 

Will man mit Hilfe der Integralgleichung: 

t 
o= S yEdt 
Ф, (т) 
an Stelle von ? die Bogenlänge б, als unabhängige Veränderliche 
einführen, so sind zwei Fälle zu unterscheiden. Ändert sich E mit z, 
so ergebe sich: 


z _ t = g(6,, т). 
Die Gleichungen: 


ж = f, OCH т), т), Y = (6, т), т) 


stellen dieselbe Schar т = const. wie vorhin dar; aber die Schar 
6, = const. fällt nicht mehr mit der Schar é= const. zusammen. 

Enthält E die Veränderliche т nicht, so wählen wir innerhalb 
des Wertbereichs von € eine Zahl G und können: 


bs t 
= [ГУЕ + Гува 
Ф, (0) fo 

setzen. Das erste Integral rechts hängt nur von т ab, sein Wert sei 
ф(т), das zweite Integral hängt nur von £ ab. Wir erhalten daher: 


= ГАСА ES etc, 


und die Funktionen x und y nehmen die Gestalten an: 


2= Е, (e — eich т), В == Е, (6, — ф(т), т), 


дЕ,\? (2Р,\2 
= Feil + Kei E 
ist. Die Kurven т = const. sind dieselben geblieben, wie vorhin. 
Die Kurven б, = const. fallen nieht mit den Kurven 4 const. zu- 
sammen, solange Ф, (т) mit т veränderlich ist, aber sie teilen, da Р, 
von т unabhängig ist, mit den Kurven #= const. die Eigenschaft, 
durch Abtragen gleicher Bogenlängen auf den Kurven т == const. aus 
einer Einzelkurve 6, = const. entstanden zu sein. Wählt man g,(r) 
als Konstante, so fallen die Kurven б; = const. mit den Kurven 
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== const. zusammen. Auf Grund dieser Überlegungen können wir 
den Satz aussprechen: Besitzt in den Gleichungen: 


х= filtr), у= bit 


die Veränderliche # die Bedeutung der Maßzahl der Bogen- 
längen der Kurven т = const. (d.h. ist E= 1), so ist die all- 
gemeinste Kurvenschar, die aus einer Einzelkurve durch 
Abtragen gleicher Bogenlängen auf den Kurven т = const. 
entsteht, dargestellt durch die Gleichungen: 


2 = ht Ca g(t), т), Y= AU = g(r), t), 


in denen т die Veränderliche, # den Parameter, und g(r) eine 
willkürlich gewählte Funktion von т bedeutet. 

Die Bogenlänge einer Kurve Ї = const. bezeichnen wir mit 6, 
und betrachten sie als mit wachsendem т wachsend. Die Nullpunkte 
der Bogenlängen 6, mögen auf der durch die Gleichung т = 4, (t) 
dargestellten Kurve gelegen sein. Dann ist: 


6, -f үбат, 
(AO) 


PET 


wenn: 


gesetzt wird. 

Hängt @ nur von т ab, so entsteht jede Kurve т = const. aus 
einer einzelnen unter ihnen dadurch, daß man von der letzteren aus 
nach derselben Seite hin auf den Kurven ї = const. gleiche Bogen- 
längen abträgt. 

Wenn E nur von Ё und G nur von т abhängt, so ist sowohl: 


of, дї, +2 дїр, == 0 


0+ dtdr dt 0{0т 
als auch: 
e h SE 
Peame 9.905 0 
somit: 


E р 
ОО СӘГ 0er = 


Die Funktionen f, (t,t) und f (t, t) haben hier die Gestalten: 
fit, т) = 00) + fielt), 
fakt, т) = fa (t) + fa (9). 


Um diesen Sachverhalt geometrisch zu deuten, denken wir uns neben 
dem festen 2, y-Koordinatensystem ein bewegliches u, v- Koordinaten- 
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system, dessen Achsen denen des festen parallel sind. Beschreibt der 
Anfangspunkt des u, v-Systems die Kurve mit den Gleichungen: 
ж = falt), Y= fa) 
so beschreibt die mit dem beweglichen System festverbundene Kurve, 
deren Gleichungen: 
u= far), v= falt) 
sind, die Schar # = const. 
Beschreibt der Anfangspunkt des «, v-Systems die Kurve mit den 


Gleichungen: Zi 
2 z= falt), Y= falt), 


so beschreibt die mit dem beweglichen Koordinatensystem fest ver- 
bundene Kurve, deren Gleichungen: 


z= fu) Y= fat) 
sind, die Schar t = const. 

Sowohl von der Schar t= const. wie von der Schar т = const. 
läßt sich sagen, daß sie durch Schiebung (Translation) einer 
Kurve längs einer festen Kurve entstanden sei. Man nennt daher 
eine derartige Schar eine Schiebungs- oder Translationsschar. 

Ein besonders wichtiger Fall ist hier der, daß die erzeugenden 
Kurven kongruent sind, d.h. daß: 


hG T) = 00 + falh Gi T) = 00) + (т). 


Die Schar т = const. entsteht hier auch auf folgende Weise. Man 
fasse den zu dem Werte r gehörenden Punkt der durch die Gleichungen: 


£= 2falt) у= 2}. (т) 
dargestellten Kurve ins Auge und ziehe die sämtlichen von ihm 
ausgehenden Sehnen der Kurve. Die Mittelpunkte dieser Sehnen 
bilden eine neue Kurve, deren Gleichungen: 

= 0) БА. (0), у= (0 + А (9) 

sind. Läßt man т alle erlaubten Werte durchlaufen, so ergibt sich 
die Schar т = const. Die Kurve mit den Gleichungen: 

ж = Bitch у= 2}, (0) 
ist die Einhüllende der Schar т = const., falls diese Schar nicht aus 
geraden Linien besteht. Benutzt шап nämlich die unter 4. 8. 92 
hergeleitete Regel, so ist ¿ statt # zu setzen. Man erhält: 

D = fat Fa (0) — f'a Р (9), 
so daß D für {=r verschwindet. Die zusammengesetzte Ableitung = 
Ё т 

erhält für т = / den Wert: 


(О: 0): 
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Derselbe kann für eine stetige Wertfolge von € nur dann verschwinden, 
wenn die Schar т = const. aus Geraden besteht. Es ist also v = 2, 
und die Gleichungen: 


x= 2 fult) у= 20, (т) 

stellen die Einhüllende der Schar т = const. dar. 
2. Ableitungen nach den Bogenlängen б, und o. 

Für eine Einzelkurve r = const. haben wir: 

dr _ 1 Na dy _ tafa l 

do, VEöt do ҮЕ ër) 

für eine Einzelkurve {= const. haben wir: 
ах 1 дһ, Gy... Of; 


do, Уб дт do, ҮС = 


Bei einer willkürlich gewählten Funktion / (0, т) können wir das 
Verhältnis des partiellen Zuwuchses Af = f(t + At,r)— f(t,t) zu dem 
entsprechenden Zuwuchs der Bogenlänge 6, betrachten und dann zur 


EI А \ 
Grenze 21 = 0 übergehen. Den Grenzwert von de bezeichnen wir 
1 


mit "cb und erhalten: 
б, 


df _ Lim ҺФ@+4Һ®)—Һ(@т) 1 07, 
do, JIt=0 ПЕЛ ҮЕ ER 


Гува 


Entsprechend fassen wir das Verhältnis des partiellen Zuwuchses 
4.7 = TEL Ат)— f(t,t) zu dem zugehörigen Zuwuchs der Bogen- 
länge 6, auf einer Kurve t= const. ins Auge und bezeichnen seinen 


Grenzwert mit = so daß: 


в, 
df _ Lim ferta ren 1 or 
do, (dı=0) та уб дт 
Јува: 


Hierdurch sind zwei an einer beliebigen Funktion von t und т 
ausführbare Rechnungsoperationen definiert, die wir Ableitungen 
nach den Bogenlängen б, oder 6, nennen wollen. Der Ausdruck 
Ableitung rechtfertigt sich aus dem Umstand, daß die fraglichen 
Operationen Grenzwerte von Differenzenquotienten liefern. Die Be- 
zeichnung Ableitung nach der Bogenlänge б, oder 6, rechtfertigt 
sich aus dem Umstand, daß die Nenner jener Differenzenquotienten 
die Bedeutung der Maßzahlen von Bogenlängen besitzen. Wir wenden 
bei der Bezeichnung jener Ableitungen die geraden „d“ und nicht 
die runden „2“ an, um anzudeuten, daß im allgemeinen, d. h. bei 
Ausschluß der Translationsscharen (Nr. 1) die Bogenlängen б, und б, 
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nicht als unabhängige Veränderliche eingeführt werden können, ohne 
daß die Scharen {= const., т = const. von den Scharen 6,, 0, = const. 
verschieden sind. 

Man sieht unmittelbar, daß für die Ableitungen nach Bogen- 
längen die für die Ableitungen nach einer unabhängigen Veränder- 
lichen geltenden Regeln: 


alfest) df 
do, Ta + > 
df(t, t)g(t, т d d 
кеге ) = г 2 -+93 = 
af d „di Ké 
KE? т) I 2, 
" а д? 


ebenfalls gelten. 

3. Wiederholte Anwendung der Ableitungen nach Bogen- 
längen auf die Koordinaten. Es empfiehlt sich, hier folgende 
Bestimmung über die positiven Halhnormalen der Kurven т = const., 
{ == const. zu treffen. Bei den ersteren behalten wir die frühere Fest- 
setzung bei, nach welcher die positive Halbnormale aus der positiven 


Halbtangente durch eine positive Drehung von der Größe = entsteht. 


Aber bei den Kurven ¿= const. wollen wir die positive Halbnormale 
durch eine negative Drehung aus der positiven Halbtangente ent- 
stehend annehmen. Es hat dies den Vorteil, daß man bei rechtwinkligen 
Scharen jede positive Halbtangente mit der positiven Halbnormale 
der Orthogonalkurve zusammenfallen lassen kann. Hinsichtlich der 
Bezeichnung mehrfacher Ableitungen nach Bogenlängen setzen wir fest, 


daß unter dem Zeichen © ПА Ы die Ableitung von EE ) 


rich ©) die WE: von Bes 
6,06 do, 


nach Ga, unter 


dem Zeichen 


nach 6, verstanden 


werden soll. Dabei ist die Aufeinanderfolge von e und В nicht gleich- 


а*[@, т) 


gültig; dead, bedeutet die Ableitung von и nach б„, und dies 


d'Cd 
de. dee 
Der Krümmungshalbmesser der Kurven т = const. werde mit o 
derjenige der Kurven t = const. mit о, bezeichnet. 
Die Anwendung der Frenetschen Formeln (S. 24) ergibt: 


ist, wie wir sehen werden, im allgemeinen nicht gleich 


d’x 1 dy а?у 1 dr 

= 3 == EEN 

(1) de? e, do, do? ode 
aie шай фу А Дада 
00° @ do, ӣс,? о, do, 


Den Winkel, unter dem sich die Einzelkurven der Scharen 
т = const. und £ = const schneiden, nennen wir o und beschränken 
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uns auf einen Ebenenteil, innerhalb dessen p an keiner Stelle ver- 


schwindet. 
Wird: 


Че сов ау _ sin 
de ne 
da ду. 
ле В, We sin В 


gesetzt, во soll unter ф der Winkel 8 — а verstanden werden. 


Dann ist; 
dæ ах dy dy 
TR e e ET ER 


dudy EE с 
de 80, dedé ЫЕ 
Bildet man von beiden Seiten dieser Gleichungen die Ableitungen 
nach 6, und бү, so findet man: 


ei meist =» (И +)-И +) 
dite но) e EE 
ee a о 
a er 


Um die geometrische Bedeutung der Ausdrücke 7 у GE 1 und + 


zu finden, fassen wir eine beliebige Einzelkurve einer Schr als den 
Ort der Berührungspunkte von Tangenten der anderen Schar auf. 
Da können wir einmal die Drehungen betrachten, durch welche 
diese Tangenten in benachbarte Lagen übergehen, und dann können 
wir die Einhüllende dieser Tangenten betrachten. 

a) Drehungsmittelpunkte. Lassen wir 2 ungeändert und geben 
der Zahl r den Zuwachs Ar, so gibt es eine bestimmte Drehung der 
Ebene, die den Punkt P(x,y) in den Punkt P'(f, (t,t + Ат), falt, t + Ach 
überführt und zugleich die in P berührende Tangente der Kurve r=const. 
in die in Р' berührende Tangente der Kurve t + Ат = const. Ebenso 
gibt es, wenn wir т ungeändert lassen und der Zahl ¢ den Zuwachs 4 
geben, eine bestimmte Drehung, welche den Punkt P(x,y) in den 
Punkt РАС + 4,1), (+ 4t, cl überführt und zugleich die in 
Р berührende Tangente der Kurve t= const. in die in Р" berührende 
Tangente der Kurve {4 4t = const, Lassen wir Ar und 4t in die 
Null übergehen, so nähern sich die Mittelpunkte beider Drehungen 
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bestimmten Grenzlagen. Die Koordinaten derselben erhalten wir, indem 
wir in den 8. 12 aufgestellten Formeln für &,,n, im ersten Fall: 


= 1, 1 = у, at ge 9 = т, 
im zweiten: 
ESS, EX, Be, = EE GER: 
3 1 ә, 1 do, 11 H do, 
setzen. So ergibt sich für die Koordinaten des ersten Drehungs- 
mittelpunkts (4r = 0): 
dy cos ф 


E 
5 ne е de de ау 
do, de do, do, do,do, 


ER dx cos ф 
Т = УЛ 40 dy dës de dy 
do, dodo, do, do, йс, 


P 


und für die Koordinaten des zweiten Drehungsmittelpunkts (4t = 0): 


dy cos 

| 25 y Ф d 

Ft ee СЫ ГЫ 
de, dodo, de, dodo, 


RTR, 2 совф 
1 =Y — да dn da de dy 
do, 06,16; do, do, do, 


Nun folgt aus der Gleichung: 
dn dy dy іх 


а, о, о, de, 9 
sowohl: 
dæ а?у дау de ` p 1 
do, dodo, do, dodo, HER E T Ke 
als auch: 


dy а?а da du ` dp 1 
do, do,do, de dede Ф er + ch 


Da sich der erste Drehungsmittelpunkt auf der Normalen der 
Kurve # = const., der zweite auf der Normalen der Kurve т = const. 
befindet, bezeichnen wir die Maßzahl des Halbmessers der ersten 
Drehung mit r,, die des Halbmessers der zweiten Drehung mit r}. 
Dabei ist eine solche Maßzahl positiv oder negativ, je nachdem sich 
der entsprechende Drehungsmittelpunkt im positiven oder negativen 
Teil der entsprechenden Normalen befindet. Unter dieser Festsetzung 
erhält man: S А 

1 Ф 1 1 Фф 1 
(2) n da + Di n do f о 


v. Lilienthal, Differentialgeometrie. І. 8 
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Die obigen Formeln für die zweiten Ableitungen der Koordinaten 
nach verschiedenen Bogenlängen nehmen jetzt die einfache Gestalt an: 


d’x 1 dy BER Ж ау, 

3 de, do, Tando dado, т de, 
) а?у 1 da а?у 1 dz 
dad, 1,da dadoa г, do, 


b) Berührungspunkte. Um die Einhüllende der Tangenten 
der Kurven т = const. längs einer Kurve # = const. zu bestimmen, 
betrachten wir den Schnittpunkt der in den Punkten (т) und 
(Get Дт) berührenden Tangenten der Kurven т = const. und 
т + Ат = const. Die Gleichungen der ersten dieser Tangenten sind: 


d d 
b= 2+? n=y +h 
die der zweiten: 
et 404 TE + 4:22) n=y+ dey +1(У + 4 73). 
Für den ке лш: beider Tangenten folgt: 
dy y аг аг 
2, (92 +4,38) - ER E san) 


ах dy dy dæ 


E 


h = 


Da: 


AR. ул ах 
4t = л„Ү@4т ++ 4e äer SÉ fen к так 


so ergibt sich für Ar = 0: 
du dx dy dx 


Znde, 30a 
dx йу du de 
de, do, 46, do,do,de, 


Dies zeigt, daß der Berührungspunkt der zu (t, t) gehörenden 
Tangente der Kurve т = const. auf der Einhüllenden der be- 
trachteten Tangentenschar erhalten wird, wenn man den 
zu 7, gehörenden Drehungsmittelpunkt senkrecht auf die 
fragliche Tangente projiziert. 

Ganz entsprechend können wir den Schnittpunkt zweier zu den 
Werten ( т) und £ + 4t, т gehörender Tangenten der Kurven t= const. 
und t+ 4t = const. betrachten und dann zur Grenze ДЁ==0 über- 
gehen. Die Koordinaten des Schnittpunkts werden dann: 


h = 


; dr 3 dy 
=g +r sin p = =y + r sin Eet 
É + т, Er Yt Ф To, 


Der Berührungspunkt der zu (f, т) gehörenden Tangente der 
Kurve ¿= const. auf der Einhüllenden der Tangenten der Kurven 
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t = const. bei festgehaltenem r ist somit die senkrechte Projektion des 
zu r, gehörenden Drehungsmittelpunkts auf die erstgenannte Tangente. 


Bemerkung. Die Zahlen r, und r, dürften hier zum erstenmal 
in ihrer kinematischen Bedeutung auftreten. Bei Aoust (Analyse 


infinitesimale des courbes planes. Paris 1873, 5. 363) sind die Zahlen 
3 und 2 unter dem Namen Seitenkrümmungen benutzt und ihre 
1 8 
Ausdrücke durch die beiden Werte von A richtig angegeben. Aber 
diese Seitenkrümmungen treten nur als Quotienten unendlich kleiner 
Größen auf, so daß die Festlegung der entsprechenden Mittelpunkte 
der Seitenkrämmungen nur nach Willkür vorgenommen werden kann. 
4. Wiederholte Anwendung der Ableitungen nach den 
Bogenlängen б, und 0, auf eine beliebige Funktion. 


Wir haben hier zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem eine 
für den Wertbereich der Veränderlichen ї, т definierte, oder eine für 
den Wertbereich der Veränderlichen 2, у definierte Funktion vor- 
gelegt ist. Eine Funktion von é und т nennt man auch eine 
Funktion des Ortes in der /, т- репе, eine Funktion von x und y 
eine solche des Ortes in der x, y-Ebene. 


a) Für eine Funktion von ¢ und т erhalten wir: 


агь) 1 md, аә) 1 Un), 
do, ҮЕ ôt do, VO дт 
ат) 1 fr) dd 41ок ТЕ, 
de de, VEYG дїдт do, do, 
af) 1 (0,1) dd dlogyG& Ј 
son dodo, YVEYG ötdr de, do, 
4) азр т) dmd ат) dlogVE | df(t, т) dlogy G 


dodo, dodo do, do, do, do, 


Diese Gleichung zeigt, daß die Reihenfolge der Ableitungen nach 
den Bogenlängen б, und o, nur dann ohne Einfluß ist, wenn E nur 
von £, und G nur von т abhängt, d. h. mit anderen Worten, wenn die 
Kurvenscharen 6, = const., 6, = const. mit den Scharen т = const., 
t = const. zusammenfallen. dlog yE 

Um die geometrische Bedeutung der Ausdrücke —z; und 

2 
SEET? aufzufinden. setzen wir in der letzten Gleichung zuerst 
fit, т) == f (t, т) = 2, sodann f(t, т) = PI т) = у. Dann wird nach (3): 


_ de dlogYE , da dlogY@ ї ду ‚1 dn 


do, de, do, de rdo, туйо,” 

du doe E | dydlgy6 ` 1 dæ Ld 

SCC do de, KEE do,” 
Eh 
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folglich: 
doskk 1совф 1 
(5) асе + ЖШ Кл p 
EE p, 
do sing rsng 


Die hier auf den rechten Seiten befindlichen Ausdrücke 
besitzen eine einfache geometrische Bedeutung. Es liegt nahe, 
die Schnittpunkte der im Punkte ( t) berührenden Tangenten der 
Kurven т = const., t= const. mit der Verbindungslinie der beiden 
Drehungsmittelpunkte aufzusuchen. Die letztere besitzt die Gleichung: 


IK Л титс; 
Die Koordinaten des Schnittpunkts ne a mit der Tangente 
der Kurve ї = const. sollen mit = + t 8, у + GE йс, ; die Koordinaten 
des з, ми Geraden mit der KEN дег fen, т = const. 


sollen mit 2 + ua i y+ a bezeichnet werden. Dann ergibt sich: 


1 1 /cosp LA 1 cosp\ 
(6) el r, en E т, ) 
Man hat daher auch: 
degt E 1 dogy ` i: 
UI do, А ба A 


Entnimmt man den Gleichungen (5) die Ausdrücke von — 1 und !, 
so erhält die Gleichung der Verbindungslinie der тейин шш» 
die Gestalt: 


(8) (VE 222 


dx yE а: үс RA 
— (1—9) E D 2700; y d аў VE yG RP 
b) Für eine Funktion von x und y haben wir: 


dru _ f ах, ðf dy af ðf ах, əf dy 


"de, дхйо,! дув, do Ze Ze Т ду do, 
d’ f(x, 2 i dx ах d EN? D dy , dy ах 
de, de да? йс, do, ' д20у \do, do, ' do, 2) 
Dt йу dy ôf de dr ay 
ду? д0, do, ' 2546, й, ' ду do, dé 
d'r, y) 02° dr dr EN? (de dy _ dy da 
dodo, 0245, do, | даду de, do, ' de CH 
01 dy di, Är Ze ðf ay 
aide, do, "Oe dodo, ' ду do, с, 
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Daher folgt: 


азр, у) ага, y) = dæ dlogVE ‚4 Ер) 
do, 6, dodo, д2 \ de ао, Be de de 
оғ ( ау dlogyE ау SC ee 
(9) 6: ду (- do, de, + do, do, 
_ åf dloegVE , аг дӢовүс. 
do, do, de, de, 


5. Fundamentalgleichungen. Mit dem Namen Fundamental- 
gleichungen belegen wir die Differentialgleichungen erster Ordnung, 
welche zwischen den Größen o, оз, fu, Te bestehen. 

Nehmen wir in der Beziehung (4) statt "CL т) die Funktion t, 

1 


sodann 4, so folgt: 


do, 
vom. d&a  dixdlgVE ас dlog yG 
de, "do, de, dode, do: de, de, doe do ) 
dës ës аас dlgVE | dadlogVG. 
de do de,  deide dodo, do do,’ do 


Wenden wir nun die Formeln (1) und (3) an, so ergibt eine 
einfache Rechnung: 


42. „а? 
a, n__1dlegVE _14ю уб, 
do, do, о 5, т dg 
ШЫ 1 1 
g тү SES м dlogVE SA dlog б. 
do, de, 1, ` "Ge о do, 


Hiermit sind die Fundamentalgleichungen gefunden. ` Diesel ben 
werden durch eine einzige Gleichung vertreten, wenn der Winkel ф 
konstant ist. Alsdann wird 7, = о,, 7 = о,, und wir erhalten an Stelle 
des Systems (10) bei Anwendung der Gleichungen (5) die eine Funda- 
mentalgleichung;: 


de a 
(11) __°‹ a De | D ЕЕ ER Es een. 
0, do; emp Hie фу ©: 9з 


$ 20. Allgemeiner Satz über Drehungsmittelpunkte. 


Die naheliegende Aufgabe, die Krümmungsmittelpunkte 
der orthogonalen Trajektorien (Kurven senkrechter Durch- 
dringung) zweier gegebener Scharen zu bestimmen, wird uns 
zu einem wichtigen Satz über die Drehungsmittelpunkte führen. 
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Die Bogenlänge der orthogonalen Trajektorien der Kurven т = const 
bezeichnen wir mit б, und rechnen sie als wachsend in der Richtung 
der positiven Halbnormalen der Kurven т = const. Dann ist: 

de ду йу dg 
E ee E 


Die Bogenlänge der orthogonalen Trajektorien der Kurven t= const. 
bezeichnen wir mit ø, und rechnen sie als wachsend im Sinne der 
positiven Halbnormalen der Kurven t == const. Dann ist: 


dx ау du ` ах 


ЯО аа ас ы Ср 

Die positiven Halbnormalen der orthogonalen Trajektorien der 
Kurven т = const. bzw. £ = const. sollen mit den positiven Halbtangenten 
der Kurven т = const. bzw. Ё = const. zusammenfallen. 

Um die Ableitungen einer Funktion von ź und т, oder von x und y 
nach den Bogenlängen б, und б, zu definieren, drücken wir zunächst 
die Ableitungen der Koordinaten nach 6, und б, durch diejenigen 
nach 6, und б, aus. 

Aus dem System: 

_ Az dy , dée L 
do, do, Яс, 6; d 
dæ ау dy dx 
B do, do, do, do, 


= соз ф 


folgt: 
(1) da ` 22 (2 dx ) dy 1 (35 _ ау 
do віш ф \Я40 de á 6 
Aus dem System: 
dæ dy dy dx ` 
de, їв, duda 9 
ARPA BER E 
dodo, с, do, 


folgt: 
ge, 3 dr dx ИТАР ау ау ] 
a T Ze e cos al: ee Bee) 
Aus den Gleichungen (1) und (2) erhalten wir die Definitions- 
gleichungen für die Ableitungen einer Funktion von £ und т nach 
den Bogenlängen c, und o, Man hat zunächst: 


DE 0, ЕЕ а Ов ) E E E dr Ов ) 

do, sinp\do, de Pal ар ana. e EN 

ze ) e 3 Es EE eg 

do, sinp\de de, ER do, sing \do, de, EIN 
und damit: 

арт) __1 (df dr dft) __ 1 jaf df | 
(8) йв, Dial cos p)» de, sing ge “йш SE 
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Für eine Funktion von x und y ergibt sich: 


4 df(æ y) Or ds of ду, dra _ Of dx , Of ау 
(4) "da Ode,  дуйо, de, ` ðxdo,  дуайов, 


Da wir es hier mit vier Kurvenscharen zu tun haben, empfiehlt 
es sich zur Abkürzung die Kurven т == const. mit dem Namen 
Kurven (6,), die Kurven # = const. mit dem Namen Kurven (6,) zu 
belegen, und die orthogonalen Trajektorien der Kurven т = const. bzw. 
t = const. als Kurven (6,) bezüglich als Kurven (6,) zu bezeichnen. 
Den Krümmungshalbmesser der Kurven (бу) bzw. (6,) nennen wir о; 
bzw. o Für diese Größen haben wir einerseits die Gleichungen: 


а?а 1 ах а?у 1 dy dz 1 dz а?у 1 ау 


dei de do й, dei ойу dai ойс, 
anderseits ist: 


a9 

а? de 1 (dän а?у 1 (ege, 1\12 
dei dë snp E DEER Se Е о 0; + ele? 

a9 
de _ do, 1 l а 420 E | 1 E Gel E 
do? do, sinpldeads, DEA Ф] = аф т; оь ldo 

Wir erhalten somit: 
1 1 cos ф 1 1 1 ([созф 1 
р аа (еар адына) 
( ) Ё 05 sin ф ГД л? fa Q4 sin Фф 0» т т! 3 
und daraus: 
(6) 1 sin o __ сов 1 аш ф _ coso 
3 т; % 0 Ta 0з 0; 


Diese Gleichungen enthalten die geometrisch wichtige 
Tatsache, daß sich der zu r, gehörende Drehungsmittelpunkt 
auf der Geraden befindet, welche die zu о und о, gehörenden 
Krümmungsmittelpunkte enthält, und daß sich der zu r 
gehörende Drehungsmittelpunkt auf der Geraden befindet, 
welche die zu о, und о, gehörenden Krümmungsmittelpunkte 
enthält. Die Gleichungen dieser beiden Geraden sind nämlich die 
folgenden: 

GEI E EE 


ГА дс, Т о, 46, ado 0,do, 

1 dg 1 а) (2 ау 1 at 

— РА нь Ойын! ашаб аы ЫЕЕЕ Pe ee = Sege 
E AE do, о, ds, + (9 — у) ode, y e, do, 


Der ersten dieser Gleichungen genügen die Koordinaten des zu 7, 
gehörenden Drehungsmittelpunkts, nämlich: 
Zu da 
do, do, 
sing coso’ d et cosg’ 
04 °з 04 °з 
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und der zweiten genügen die Koordinaten des zu r, gehörenden 
Drehungsmittelpunkts, nämlich: 


dy ах 


do, 
Et шу озу! IT ge совр. 


0з о Ов 01 
Wollen wir unser Ergebnis durch eine Figur veranschaulichen, 
so ziehen wir am einfachsten von dem betrachteten Punkt P aus die 
vier positiven Halbtangenten 
Cis Cos Cg, О, der Kurven 
o... Ga Die Krümmungs- 
mittelpunkte werden durch 
A, K, K,, K, bezeichnet, 
die Drehungsmittelpunkte 
durch D, (Endpunkt von r,) 
und D, (Endpunkt von r). 
D, muß auf der durch K, 
und K, gehenden, D, auf 
der durch X, und K, gehen- 
den Geraden liegen. Die 
Punkte, in denen die durch 
die Drehungsmittelpunkte 
Fig. 16. gehende Gerade die Tan- 
genten der Kurven т = const. 
bzw. t = const. schneidet, werden in der Figur mit 7, und T, be- 
zeichnet. 


$ 21. Besondere Sätze über Drehungsmittelpunkte. 
Kurvennetz ohne Umwege. 


Der Wert jeder theoretischen Betrachtung, wie sie hier in der 
Einführung der kinematischen Größen r, und r, vorliegt, wird durch 
den Umfang und die Bedeutung der Aufgaben gemessen, die sich 
mit ihrer Hilfe lösen lassen. Wir gehen daher dazu über, Sätze 
hinsichtlich der Größen r, und r, zu entwickeln. 

1. Wenn die Schar t= const. dadurch entsteht, daB von 
einer Einzelkurve derselben aus auf den Kurven т = const. 
gleiche Bogenlängen abgetragen werden, so liegt die Gerade, 
welche die Drehungsmittelpunkte D, und D, enthält, parallel 
der Tangente der Kurve t= const. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus den ersten 
Gleichungen in (5) und (7) 8. 116, nämlich: 


1 —1 [1 сов Фф 
dos “РЫ ИШ G #7 d 
05 з p i T3 
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Damit die Kurven t = const. die vorausgesetzte Eigenschaft be- 


dog E 
49 


sitzen, 7 E von т unabhängig sein, d. h. muß verschwinden. 


Wegen ke 0 ist die Verbindungslinie der "Drehungsmittelpunkte 
parallel Zë Tangente der Kurve (0,), dasselbe ergibt sich aus der 
Gleichung: 


1 cos 
+20. 
fi 7» 


In der Figur 17 sind die positiven Halbtangenten durchgezogen, 
die negative Halbtangente der Kurve (6,) ist punktiert. Es bedeutet 
somit r, die negativ genommene Maßzahl 
der Strecke PD,, während r, die Maßzahl 2 
der Strecke PD, bedeutet. Die Gerade X, C, d 
D, D, ist parallel zur Geraden PK, 

Schneiden sich die Scharen т = const., 
t = const. rechtwinklig, so kann der be- 


trachtete Fall nur eintreten, wenn Gs 


Р 1 А ‚1 
und damit, wenn = verschwindet. Hier 


werden die Kuren e — const. durch 
gerade Linien vertreten, während die 
Kurven ¿= const. eine Schar von Pa- 
rallelkurven bilden. 

Wenn die Kurven ?= const. die 
betrachtete Eigenschaft besitzen, und 
gleichzeitig die Kurven т = const. aus 
einer ihrer Einzelkurven dadurch ent- 
stehen, daß man von ihr aus auf den 
Kurven ¿= const. gleiche Bogenlängen abträgt, so kommt zu der 
vorigen Beziehung zwischen r, und r, noch die folgende, wegen 


Fig. 17. 


er = 0 bestehende, nämlich: 
1 
cos ф OR 
D + Han = 0 


1 1 
hinzu. Jetzt verschwindet sowohl Ё wie — Da nun, wie wir 


sahen, D, auf der die Krümmungsmittelpunkte К, und К, enthaltenden, 
D, Se? SES die Krümmungsmittelpunkte K, ze га enthaltenden 
Geraden liegt, muß die erstere Gerade Pai der Tangente der 
Kurve (o,), die zweite parallel der Tangente der Kurve (бү) sein, oder 
auch: die Tangente der Kurve (e) bzw. (бу) steht senkrecht auf der 
Verbindungslinie der Krümmungsmittelpunkte der Kurven (6,) und (6,) 
bzw. (6,) und (el Aus dem Umstand, daß hier E nur von £, @ nur 
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von т abhängt, folgt, daß wir es mit Translationsscharen zu 
tun haben. (Fig. 18.) 

Um ein Beispiel für den zuerst untersuchten Fall anzuführen, 
zeichnen wir in der «-,y-Ebene eine beliebige Kurve und drehen sie 
in positiver Richtung um den Koorci- 
natenanfangspunkt. Die Gleichungen der 
Kurve in der Anfangslage seien: 


G 


к= 9100), у = (0), 


und £ bedeute die Bogenlänge der Kurve. 
Bezeichnen wir den Drehungswinkel 
mit т, so sind: 


x = OU) сов т — ga(Ċ) sin т, 


у = g, (t) sin t + 9,(f) cos t 


die Gleichungen der betrachteten Schar, 
wenn т als Parameter angesehen wird. 
Die zugehörige Schar Ё == const. be- 


а steht aus den Kreisen, die mit den Halb- 
Fig. 18. messern Va? + 9,? um den Koordinaten- 


anfangspunkt beschrieben sind. Je zwei 
dieser Kreise schneiden aus den Kurven т = const. Stücke von gleicher 
Bogenlänge aus. 
Hier zeigt eine einfache Rechnung, daß: 


Kg ' e Д ' 
cos ф = й% —‹ n- "9, sin Фф = a +8 99%, 
И +9 Үд,*-++9,* 
dp dp EE: 18 
BR; dt do, Va’+9* о; 
somit ist: 
1 Pe сов 9 
n V Eh 


Da Фф nur von f abhängt und der gemeinschaftliche Mittelpunkt 
der Kreise ? = const. jedesmal auf den negativen Halbnormalen dieser 


Kreise liegt, wird: Be | 
nn Ул? +9’ 


SE 


ei Lei 


somit: 


Der Drehungsmittelpunkt D, fällt mit dem Koordinatenanfangs- 
punkt zusammen, der Drehungsmittelpunkt D, ist der Schnittpunkt 
der Tangente der Kurve (6,) mit der durch D, gelegten Parallelen 
zur Tangente der Kurve (6,). (Fig. 19.) 
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Man sieht leicht, daß sich bei diesem Beispiele noch eine zweite 
Kurvenschar ergibt, auf der irgend zwei Kreise £= const. dieselben 
Bogenlängen abschneiden, wie auf den Kurven т = const. Man braucht 
nur die Kurven т = const. ап der z-Achse zu spiegeln, um die zweite 
Schar zu erhalten. In der Figur 20 sind die Kurven т = const. 
durchgezogen, die der zweiten Schar punktiert. Beschreiben wir nun von 
P, aus nach P, zwei auf Kurven unseres Netzes verlaufende Wege, 
etwa von P, bis P, und von P, bis P, auf durchgezogenen, von P, 
bis P, und von P, bis P, auf punktierten Kurven, so ergibt sich 


Fig. 19. Fig. 20. 


beidemal dieselbe Wegelänge; denn sowohl die Bogenlängen P,P, 
und P,Q, sind einander gleich, als die Bogenlängen P,Q, und Q,P, 
und die Bogenlängen Q,P, und P, P,, da sie jedesmal zwischen den- 
selben Kreisen gelegen sind. Ein System von zwei einfach unendlichen 
Kurvenscharen oder, wie man sagt, ein Kurvennetz, in dem alle, 
auf Kurven des Netzes verlaufenden und zwei beliebig gewählte Punkte 
verbindenden Wege dieselbe Länge besitzen, hat G. Scheffers zuerst 
betrachtet und es ein Kurvennetz ohne Umwege genannt. (Berichte 
der mathem.-phys. Klasse der Kgl. Sächsischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Leipzig, Bd. 57. 8. 353. 1905. Vgl. R. v. Lilienthal, 
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. Bd. 16. 
S.204. 1907.) Hier ist aber eine wesentliche Einschränkung zu 
machen. In unserem Beispiel entfernt man sich beständig vom 
Koordinatenanfangspunkt, wenn man den Weg P Eé P, und wenn 
man den Weg DOP Р, beschreibt. Betrachtet man aber die 
beiden von P, nach P, führenden Wege P OPP und P,P, QP 
so sind sie nicht einander gleich, wenn Q,P, nicht gleich P,P, ist. 
Hier besteht vielmehr die Gleichung Р,Р, Р„Р„= Р,Р„— P,P, 
Man hat daher auf jeder Kurve des Systems eine bestimmte Fort- 
schreitungsrichtung festzulegen, in unserem Falle z.B. die, in der 
man sich vom Koordinatenanfangspunkt entfernt. Bei der Be- 
rechnung der Maßzahl einer Wegelänge sind alsdann die in dieser 
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Richtung zurückgelegten Strecken als positiv, die in der entgegen- 
gesetzten Richtung zurückgelegten Strecken als negativ in Rechnung 
zu setzen. Zwei Wege, die aus lauter positiv oder aus lauter negativ 
zu rechnenden Strecken bestehen, sind gleich. Sind aber zwei Wege 
sowohl aus positiv wie aus negativ zu nehmenden Strecken zusammen- 
gesetzt, so sind zwar die Maßzahlen der Wegelängen, wie wir sie 
eben definiert: haben, gleich, aber die Längen selbst können sehr 
verschieden sein, so daß der eine Weg einen gründlichen Umweg 
im Vergleich zum anderen darstellen kann. 

Wir werden im folgenden auf einem anderen, als dem von 
G. Scheffers verfolgten Pfade zu den fraglichen Kurvennetzen gelangen. 

2. Wenn je zwei beliebig gewählte Kurven (t = t), (t = to) 
der Schar ź = const. aus den Kurven einer Schar т = const. 
dieselbe Bogenlänge Sas ausschneiden, und die Scharen 
t = const., т = const. nicht zueinander senkrecht sind, во 
gibt es noch eine weitere Schar #9 = const, aus deren 
Einzelkurven die beliebig gewählten Kurven (t= fta), (t =) 
ebenfalls die Bogenlänge Sas ausschneiden. 

Die Scharen т = const., t= const. seien dargestellt durch die 
Gleichungen: 

æ= (67), у= }%(%т), 


in denen ¢ die Bogenlänge der Kurven т = const. bedeute, во daß E 
gleich Eins ausfällt. Wir betrachten т als eine Funktion von # und # 
(wodurch die Schar t= const. nicht geändert wird) und suchen die 
Schar $ = const. so zu bestimmen, daß auch für sie die Veränderliche £ 
die Bedeutung der Bogenlänge besitzt. Nehmen wir т = g(t, 9), so 
werden die Scharen t= const., 9 = const. durch die Gleichungen 
dargestellt: 


= fi А g(t, ә)), Y= fa (t, 9, 9). 


Um die vollständigen partiellen Ableitungen von x und y nach 
{ zu kennzeichnen, benutzen wir die bereits S. 93 angewandte 
Schreibweise, gemäß welcher für eine beliebige Funktion F(t, g(t, ®)) 


` e. ep с en OF ЕО 
die vollständige Ableitung nach ё, nämlich у + 79 Ce 


zeichnet wird. Setzen wir: 
[ONE „уду? п _ 0ждж | дуду (Gei, /ду\? 
E, = (2:) т (2) Bag dt 0% +998” G, = (25) 53 05) i 


so ergibt sich: 


К 
mit аР be- 


B-1+2F2 468), r- (r+) ө,— a (09) 
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Damit E, gleich Eins werde, muß: 


sein. Nun kann F' nur verschwinden, wenn die Schar t = const. aus 
Parallelkurven, die Schar т = const. aus ihren orthogonalen Trajektorien 
besteht. (S. 121.) Schließen wir diesen Fall aus, so liefert die 
vorstehende Differentialgleichung das g als eine Funktion von Ї und 
einem Parameter, den wir gleich 9 nehmen können. 


е) erhalten YG, gleich уд 29 oder gleich sya Sei je nach- 


dem = positiv oder negativ ist. Im ersten Fall folgt: 


1 Oe ER да, 1 дус 1 ду, 
уб, 29 vo гуи VO, op ` VG ô de 

und die dem wachsenden 9 entsprechende Halbtangente der Kurve 
t = const. fällt mit der dem wachsenden т entsprechenden Halb- 
tangente der Kurve ź= const. zusammen; im zweiten Fall fällt die 
erstere Halbtangente mit der dem abnehmenden т entsprechenden 
Halbtangente der Kurve = const. zusammen. Nennen wir den 
Winkel zwischen den positiven Halbtangenten der Kurven t = const., 
9 = const. @,, so wird im ersten Fall: 


л 


— Е 
OON pima уа = оф, 
im zweiten: 


1 


cos = — = 008 Ф; 
Pı yG Ф; 


somit halbiert die Tangente der Kurve t= const. entweder 
den Nebenwinkel des von den positiven Halbtangenten der 
Kurven r=const., 9 = const. gebildeten Winkels, oder diesen 
Winkel selbst. 

Eine zweite Eigenschaft der Kurven 9 = const. erhalten wir, 
wenn wir das Netz der Kurven 9 = const. und т = const. betrachten. 
Zu diesem Zweck ist die Gleichung т = g(t 9) nach £ aufzulösen. 

Ch 09 


Es ergebe sich t= h(t, 9), so daß: 1 = ed Unser Netz wird dar- 


gestellt durch die Gleichungen: 


ж = [,(Ю(т,®),т), у= (00, 9), t) 
Man erhält: 


E= (78) + (39) — (Ga)? Ta ps ar + aea aa (at F) 


a,- (H+ arit a (8). 
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Nun können > und 2 " gleiche oder ungleiche Vorzeichen vbe- 


sitzen; es ist also ae кү У, т oder Е„4е — ү (бат 
ein Differential, oder mit anderen Worten, es ist entweder 


us REIS, oder es ist IB. 006, 

Zufolge der Gleichungen (5) in Paragraph 19 6. 116 ergibt sich, 
daß die absoluten Werte der beiden Drehungshalbmesser 
einander gleich sind. Damit ist zugleich gezeigt, daß die beiden 
Berührungspunkte, von denen im vorigen Paragraphen unter 
3b) die Rede war, gleichen Abstand von dem Punkte (9, т) 
besitzen. 

Die Gleichung (8) desselben Paragraphen lehrt, daß die Ver- 
bindungslinie der Drehungsmittelpunkte der Halbierungs- 
linie des Schnittwinkels der Kurven т = const, # = const 
parallel ist, wenn: 


öyE, _ ЛЕ 
Ban. д8? 


daß sie der Halbierungslinie des Nebenwinkels des Schnitt- 
winkels parallel ist, wenn: 


In dem oben angeführten Beispiel läßt sich die Differentialgleichung: 
29 
sofort integrieren. Sie besitzt die Form: 


20919 — 991') + (9° + 9?) 5 = 


somit: 
g=— 2 arc tg? +9. 
9. 
Setzen wir: атс tg 0з _ ©, зо ist: 
9; 
= 00) сов о, p= о) sin o, 


und wegen: о = se folgt: 


z = (5) ов nn y=f( Ce ) sin 1 
Ра: 
STEET ET 


so entstehen die Kurven т = const. durch Umdrehung der Kurve mit 
den Gleichungen z = (о) cos œ, y = (0) sin v um den Koordinaten- 
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anfangspunkt, und die Kurven D = const. entstehen durch dieselbe 
Umdrehung aus der Kurve mit den Gleichungen x = fol cos о, 
у = — flw) sin о; die Kurven 9 = const. gehen somit aus den Kurven 
т = const. durch Spiegelung an der x-Achse hervor. 

Die vorstehenden Erörterungen beantworten zugleich 
die Frage, unter welcher Bedingung zu einem gegebenen 
System von zwei einfach unendlichen Kurvenscharen eine 
dritte Schar gehört, in der je zwei beliebige Kurven aus 
sämtlichen Kurven des Systems gleiche Bogenlängen aus- 
schneiden. Ist das System durch die Gleichungen: 


= (ьт), у= А0) 


dargestellt, so gehört zu ihm eine dritte Schar mit der verlangten 
Eigenschaft, wenn entweder: 


гуе _дүб 
der. zip" 


oder: EE сы 
70% ot 


d. h. geometrisch, wenn 7, = 7°. Im ersten Fall ist: 
[YEdt + Уб ат | = const., 
im zweiten ist: 


/ |[/Е@ — VG dr | = const. 


die Gleichung der dritten Schar. 
Die Richtungskosinus der Tangenten der Kurven der dritten 
Schar sind im ersten Fall: 


сыз [ы дуку 
dr йо, de, dy do, 4с, 
© WC EK EET Г, 
| { Zens 2 sin -y 
im zweiten sind sie: 
Ж: ауду 
dæ do, ' do, dy do, do, 
Ce e a E Ce , 
4% 9 віп 5. di 2 sin Z 
2 2 


d.h die Kurven der dritten Schar halbieren entweder die von den 
positiven Halbtangenten der Kurven т = const., t = const. gebildeten 
Winkel, oder die Nebenwinkel der letzteren. 
Wir zeigen nun, daß, wenn die Bedingung: 
гүЕ 2yG 


дт SECH 


erfüllt ist, die Scharen т = const., t = const. ein Kurvennetz 
ohne Umwege bilden. 
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Zu diesem Zweck werde ein krummliniges aus zwei Kurven 
т = const. und zwei Kurven ё = const. gebildetes Viereck betrachtet, 
dessen Ecken P E EP den Werte- 
Paaren (%› то), (ё, т), (t, т), (t, To) ent- 
sprechen mögen, wo der Einfachheit 
halber f < 1, Tọ <T angenommen werde. 
Verlangen wir, daß für ein beliebiges 
Wertepaar (t,t) stets Р, Р, + Р, Р, = 
P,P,+P,P, sei, so muß die Gleichung 
bestehen: 


Fig. 21. 


SEE dr + [VER wat — Еф да + Dër r)a: 


Differenzieren wir dieselbe nach t, so folgt: 


T 


To 
Differenzieren wir diese Beziehung nach r, so folgt: 
әү av 
ЕВЕ? 


Umgekehrt erhält man durch zweimalige Integration der letzten 
Bedingung die Ausgangsgleichung. Hier sind die Strecken, die mit 
wachsendem €. oder wachsendem т durchlaufen werden, als positiv in 
Rechnung zu setzen. 

Verlangen wir aber, dab P,P,+P,P,=PRP,+P,P, sei, so 
muß die Gleichung bestehen: 


und dies liefert: 


Hier sind die Strecken, die mit wachsenden: €, oder abnehmendem т 
durchlaufen werden, als positiv zu rechnen. 

Auf die Summe zweier aneinanderstoßender Seiten eines kramm- 
linigen Vierecks, dessen Begrenzung aus Kurven ї == const., т = const. 
besteht, lassen sich die ganz auf Kurven des Systems verlaufenden 
Wege zwischen zwei Punkten zurückführen. 
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5 22. Differentialgleichung eines Kurvennetzes ohne Umwege. 


Wir gehen nun von den Veränderlichen t, t zu den Veränder- 
lichen x,y über und schreiben, um alle Fälle zu umfassen, die Be- 
dingungsgleichung in der Form: 

ү əya 
ne 
wo & die positive oder negative Einheit bedeuten soll. Das Integral: 
(t, €) 
Јува + ey Gdr) 
(dos To) 
ist eine Funktion von £ und т und damit eine solche von x und y, 
die wir p(x,y) nennen wollen. Für diese Funktion haben wir: 


ta УЕ V (3) (0) 


дф 0x дф ду да ду 

да Che е у VÈS + II 
folglich sind die Kurven eines Netzes ohne Umwege die Integral- 
kurven der Differentialgleichung: 


д 2 з d 
Es dæ + CH dy) = йа? + dy’. 


Von dieser Bemerkung ist G. Scheffers ausgegangen. 

Legt nun umgekehrt eine Differentialgleichung wie die vorige, 
die also mit Hilfe einer beliebig angenommenen Funktion (л, у) ge- 
bildet ist, ein Kurvennetz ohne Umwege fest? Zu diesem Zweck muß 
die Differentialgleichung jedenfalls ein reelles Integral besitzen, das 
geometrisch durch zwei Kurvenscharen dargestellt wird. 

Nehmen wir zur Abkürzung: 


Ze 29 BEN SE: N 
de Pr зу Ф Уфф —1=@, 


so ist unsere Differentialgleichung, wie ihre Auflösung nach = ergibt, 
gleichbedeutend mit deu beiden folgenden Differentialgleichungen: 


dy _ Фә + dn _ фщф,—0 


dæ (ESCHW a 1-9, 


Wenn daher in einem Ebenenteil beständig Ф, + д < 1 ist, 
so wird er nicht von Integralkurven bedeckt. Sollte für alle Werte- 
paare х,у fı? +F <1 sein, so gibt es überhaupt keine reellen 
Integralkurven, wie z.B. wenn: 


Фф = 7, (ап (2+ у) + сов (ж — y)) 
und n > 2 ist. 


v, Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 9 
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Wenn beständig 9,?+ 9°=1 ist, so besteht die Schar Ф = const. 
aus Parallelkurven, und Ф selbst bedeutet, wie іп $ 26 S. 164 gezeigt 
werden soll, die Bogenlänge der gemeinschaftlichen Normalen der Parallel- 
kurven. Da hier die vorgelegte Differentialgleichung mit der folgenden: 

ду _ Фф 

dx Ф, 
gleichbedeutend ist, so bilden jene Normalen die Gesamtschar der 
Integralkurven. 

Wenn endlich in einem Ebenenteil beständig ф,? + p >L1 ist, 
so wird er von zwei Scharen von reellen Integralkurven überzogen, 
und diesen Fall wollen wir jetzt näher ins Auge fassen. Die Bogen- 
längen der Scharen bezeichnen wir mit б, und 6, und denken uns 
die Richtungen, in denen sie wachsen, irgendwie festgelegt. Da: 


(9,9 + ө) + (1 — 9,2) = (Ф, + 9309), 


so erhalten wir: 


Be e a ARTS Drama 
do, Lotpa to Fp? de  totpo "eitei 
dæ 1—ф,% 9,+9® dy EE A 9%,-9,® 
— = == & -> = 8 = Eu 


€ — DH 7 
do, 29-90 "eitei do p’ +H ф,? 


wo ё, und г, die positive oder negative Einheit bedeuten. 

Mit Hilfe dieser Formeln zeigt man leicht, daß die Kurven 
ф = const. im Falle г, & = — 1 die von den positiven Tangenten der 
Integralkurven gebildeten Winkel halbieren, im Falle г, г, = +1 aber 
die Nebenwinkel dieser Winkel. 

Es ist: 


de, = & (pdx + pady), dO, = (Ф202 + gads) 


Integriert man hier zwischen zwei Kurven ф = const., so erhält man 
Bogenstücke von gleicher Länge. Dies ergibt im Falle && = 1, 

wenn wir durch die Ecken eines 
\ ` krummlinigen, aus Integralkurven ge- 
si bildeten Vierecks die Kurven Ф = const. 
' legen (in der Figur 22 punktiert), daß 


Р,Р,— Р, 0, 
Р! аай а р. Р, Q= Q Eis 


2 Q, P, = Р,Р,, 


pen а]во: 
, РРР. PPIP Р, Bech, Pi 
ist. 
Da: dz dæ dy dy 9— 4,2 — ф,* 


do, de, " до, й, “її рди 
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so schneiden sich die Kurven des Netzes nur dann senkrecht 
wenn $24 9 = 2, d.h. die Kurven ф = const. sind hier 
Parallelkurven, und die Kurven des Netzes bestehen aus 
den Halbierungslinien der Winkel, welche von den Parallel- 
kurven und ihren orthogonalen Trajektorien gebildet werden. 

Nimmt man z.B. an Stelle der Parallelkurven eine Schar kon- 
zentrischer Kreise, so wird das Netz von zwei Scharen logarithmischer 
Spiralen gebildet, von denen die eine durch Spiegelung an einer 
Geraden aus der anderen hervorgeht. 

Denkt man sich die Funktion g(x, у) gewählt, und ist e? + p > 1, 
so gehören zu ф die beiden durch unsere Differentialgleichung be- 
stimmten Kurvenscharen, und wenn wir die Gleichung $(2,y) == с 
als die Gleichung einer Kurvenschar betrachten, so besitzt der Para- 
meter c die Bedeutung der Bogenlänge irgendeiner Integralkurve der 
Differentialgleichung. Die durch ф = с dargestellte Kurvenschar ändert 
sich nicht, wenn wir sie durch die Gleichung F(p) = А darstellen, 
wohl aber ändert sich unsere Differentialgleichung, wenn statt oe die 
Funktion Ё(ф) gesetzt wird. Zu einer gegebenen Kurvenschar (С) 
gehören daher unendlich viele Kurvennetze ohne Umwege. Sobald 
man aber verlangt, daß eine willkürlich gewählte und nicht in der 
gegebenen Schar enthaltene Kurve (Z) dem Netz angehören soll, ist 
das letztere völlig bestimmt. Die Kurve (L) sei gegeben durch die 
Gleichungen: 

£= g, ($), у= з(®), 


in denen s die Bogenlänge der Kurve bedeutet, während die Schar (C) 
durch die Gleichung F(x, у, 4) = 0 gegeben sei Derjenige Wert von s, 
der zu dem Punkte gehört, in welchem die Kurve (Z) von der zu A 
gehörenden Einzelkurve der Schar (C) geschnitten wird, genügt der 


Gleichung: 
Fig, (8), 92(8), A = 0. 


Eliminieren wir A aus dieser Gleichung und der Gleichung 
F(x, y, A) = О, so ergebe sich s = (x, у). Hierdurch ist die Schar (C) 
mit Hilfe eines Parameters ausgedrückt, der die Bedeutung der Bogen- 
länge der Kurve (L) hat. Für den Fall, daß die Kurve (L) als gerade 
Linie (D) angenommen wird, ist die in Rede stehende Aufgabe von 
M. d’Ocagne behandelt (Bulletin de la société mathem. de France 
Ва. 13. S.71. 1885, vgl. Ва. 17. 8.111. 1889) und an mehreren 
Beispielen gelöst, wobei aber nur die Eigenschaft des Systems (C), 
daß je zwei ihrer Einzelkurven aus den Kurven des Netzes gleiche 
Bogenlängen ausschneiden, angeführt wird. Wir wollen das erste 
dieser Beispiele hier mitteilen. Die Schar (С) entstehe durch Schiebung 
einer willkürlich gewählten Kurve längs der y-Achse, während die 
Gerade (D) parallel der y-Achse sei und zu х == а gehöre, so daß 

g* 
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ihre Gleichungen х = а, у =s sind. Die Gleichung der Schar (С) 
ist von der Form: | 
у— Қа) = 2, 


8 = (а) + А 
glz, у) = у — fi) + fla). 


Unsere Differentialgleichung wird: 
(dy — MOLIN = йа? + 40%. 


Der Faktor dx = 0 liefert die Schar der Parallelen zur y- Achse, 
der andere Faktor ergibt das Integral: 


d 
у= 5 (ла) dE + const. 


ах 
у = SE const. 


die Gleichung der orthogonalen Trajektorien der Schar (С) Um 
die zweite Integralschar zu bestimmen, braucht man nur eine Einzel- 
kurve aus der Schar (C) und eine aus der Orthogonalschar zu nehmen 
und die Mittelpunkte derjenigen Strecken zu konstruieren, welehe von 
den beiden Kurven aus den zur y-Achse parallelen Geraden aus- 
geschnitten werden. Durch Verschiebung dieser Mittelpunktskurve 
längs der y-Achse entsteht die zweite Integralschar. 
Nehmen wir im besonderen: 


somit hat man: 


und: 


Nun ist 


so ist 
y = — p log x + const. 


der Gleichung der orthogonalen Trajektorien der betrachteten Parabeln- 
schar. Die Gleichung der zweiten Integralschar ist: 


а р 


TE log ж + const. 


ee 

Diese Schar entsteht also durch Verschieben einer sogenannten 
Hundekurve längs der y-Achse. (Vgl. G. Loria. Spezielle algebraische 
und transzendente ebene Kurven. Deutsch vonF. Schütte. Leipzig 1902. 
S. 609.) 

Wir wollen nun die von (б. Scheffers gefundene Be- 
dingung dafür, daß zwei durch Differentialgleichungen 
erster Ordnung gegebene Kurvenscharen ein Netz ohne 
Umwege bilden, aus der Bedingungsform: 
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oyE _ , әу@ 
a = Е др 


herleiten. Die gegebenen Differentialgleichungen seien: 
a(x, )dar—dy=0, p(z, y)dx — dy = 0. 


Die erste fassen wir als Gleichung einer Schar т = const, die 
zweite als Gleichung einer Schar t = const. auf und setzen, unter A 
und u integrierende Faktoren verstehend: 


Lied — dy) = dp, u(ßdz — dy) = dt, 
so daß: 


дт дт ôt д2 
Ее БИН a E 


Aus den Gleichungen: 
tox | ty 
dx dt ke д 
дт дж дтду ` 
ОЛАУ ОТЕ. 
folgt: 


dt ër дд шо). 


даду дуд 


Si 
I 


Aus den Gleichungen: 


ðt än, д2 dy 
729 99 2+ 0 
де Ze, дтду _ ү 
xor dydr 
folgt: 

ôt 

dp ER _ —i 
dr ddr tor Ва)’ 


даду дуда 


ду _ T 
ðr dtr tor Во)’ 


somit: 
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Die beiden Differentialgleichungen, welche aussagen, daß A und u 
integrierende Faktoren bedeuten, sind: 


01061 Gd 
да 18 е1 98 0 
und: 
1 1 
ови p REE + бе — 0, 
одет: 
о 2 (р — а) +0, 2086106 ai – 020 


Unsere Bedingungsgleichung benutzen wir іп der Form: 


т ôlog VE = ôlog VG 
eg e d deer Ce 
Man erhält: ; 
op Ce да 
ôlog yE Ja “ду а+е (az thay) 


ôr P-A FAE a 
de да дв oB 
Ж Ee arten Е+=$ sel 


00 шва! ЕТЕ, 
Setzt man diese Ausdrücke in die drittletzte Gleichung ein, so 
gibt eine einfache Rechnung die gesuchte Form der Bedingung in 


der Gestalt: 
(GE + В ENEE EINEN 


5 23. Die Kurven eines Netzes ohne Umwege 
aufgefaßt als Evoluten. 


Wir leiten hier einen von G. Scheffers herrührenden Satz ab, 
auf den man kommt, wenn man die Kurven eines Netzes ohne Um- 
wege als die Evoluten zweier Evolventenscharen betrachtet. 

Im allgemeinen bilden die Krümmungskreise zweier einfach un- 
endlicher Kurvenscharen zwei doppelt unendliche Kreisscharen; ein 
Kurvennetz ohne Umwege läßt sich aber auf einfach un- 
endlich viele Weisen als das System der Evoluten zweier 
Kurvenscharen auffassen, deren Krümmungskreise nur eine 
einzige doppelt unendliche Kreisschar bilden, indem jeder 
Krümmungskreis einer Kurve der einen Schar zugleich ein solcher 
einer Kurve der anderen Schar ist. Dieser Satz läßt sich geometrisch 
folgendermaßen beweisen. 

Man betrachte zwei Kurven т = const., die durch Р,, Р, und 
Р,, P, gehen mögen, und zwei Kurven 2 = const. durch Р,, Р, und 
P, P, (Fig.23.) Wir tragen von Р, aus auf den Kurven P, P, und 
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P, P, gleiche Bogenlängen P, 0 und Р, @' ab und konstruieren 
diejenigen Evolventen beider Kurven, deren Spitzen in 0 und O 
liegen. Auf der Kurve P, P, tragen wir von P, aus die Bogen- 
länge Р, Q, gleich Р, Q ab und fassen Q, als die Spitze einer 
Evolvente von P, Р, auf, ebenso tragen wir auf der Kurve Р, Р, 
von P, aus die Bogenlänge Р, Q, = Р, Q, auf und konstruieren die 
Evolvente von P, P,, deren Spitze in Q, 
liegt. Tragen wir jetzt auf der Kurve 
P, P, von P, aus die Bogenlänge Р, ©, 
auf, so müssen wir als Endpunkt dieser 
Bogenlänge den Punkt Q' erhalten, wenn 
jeder Kurve nur eine Evolvente ent- 
sprechen soll. Aber P,Q, ist gleich 
Р, Q + P, Pi + P, P; — P, P, Soll das 
gleich P, P, + Р, 0 sein, so muß P,P, + 
P, P, gleich Р, Р, + P, P, sein, d.h. es / 
muß ein Kurvennetz ohne Umwege vor- Fig. 23. 
liegen. Alsdann ist jeder Punkt P(t, т) 
der Mittelpunkt eines Kreises, der ein Krümmungskreis sowohl für 
die Evolvente der durch P gehenden Kurve т = const. wie für die 
Evolvente der durch P gehenden Kurve Ё = const. ist. Die Be- 
rührungspunkte dieser Kreise liegen auf den in Р berührenden 
Tangenten der Kurven т = const., {= const. Läßt man die Länge 
Р, © sich ändern, so erhält man einfach unendlich viele Evolventen- 
scharen von der betrachteten Art. 

Um den in Rede stehenden Satz analytisch zu beweisen, rechnen 
wir die Bogenlänge der Kurven т = const. von einer Kurve t= t, 
und die Bogenlängen der Kurven € = const. von einer Kurve т = т, 
aus. Irgend eine Schar von Evolventen der Kurven т = const. ist 
dann dargestellt durch die Gleichungen: 


EIER 


у= + (609 - Јува) 4%, 


irgend eine Schar von Evolventen der Kurven t= const. wird dar- 
gestellt durch die Gleichungen: 


в = fi + (% @ _/у@ de) GH 


v= f+ (60 -JVA E 


wo p, (т) und 4, (t) willkürlich gewählte Funktionen bedeuten. 
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Sollen die beiden Krümmungskreise dieser Evolventen, die in 
den beiden dem Wertepaar ( т) entsprechenden Punkten berühren, 


[4 

zusammenfallen, so müssen die absoluten Werte von 1, (т) — f yEdt 
т Lë to 

und p(t) – Губ dr einander gleich sein, und wenn diese Gleichheit 


To 
für jedes Wertepaar (t, t) stattfindet, bilden die Krümmungskreise der 
Evolventen nur eine doppelt unendliche Kreisschar. Setzen wir: 


a, (т) ув dt = p(t) -fya dr, 


so folgt durch Differentiation nach т: 


t 
дүк - 
%, (т) = ы dt= VO, 
und hieraus folgt durch Differentiation nach £: 


дүЕ _дүе 


дт 01 
Ist diese Bedingung erfüllt, so ergibt sich: 


p(t) = =Y G (4, т)@т +6, 


wenn c, eine Integrationskonstante bedeutet. 
Entsprechend ergibt sich, wenn die Ausgangsgleichung zuerst 
nach £ und dann nach r differenziert wird, wiederum: 


дуи _ дүе 
йыны тҮ; Аш 
und: 


p(t) = — TIVE, zo)dt +6, 
б 


wo & eine neue Integrationskonstante bedeutet. 
Aus der Bedingungsgleichung: 


folgt durch Integration: 


VE = |64, + VER sl 
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Eine nochmalige Integration liefert: 


t 274 
Den ën Den 
t С S 


T T t 
= Гува —{[Ү@(@%,,т)ат + [VEG ч). 
т, т, to 


Wir erhalten somit: 
v, (0) — [VEdt = — [VG dr — [VEG tdt + с, 
[27 To to 


= p(t) — [VG dt +6 – в; 


es muß also е = c, sein, und es gibt nur einfach unendlich viele 
Bestimmungsarten der Funktionen y, (т) und %,(f). 
Geht man von der Annahme: 


(т) -[VEdt= — 0,00) +[/@ат 


aus, so ergibt sich die Bedingung: 


und man erhält, wenn sie erfüllt ist: 


Ф, (т) - усё, т) ат + с, 


p(t) = [ҮЕ(@, z)dt — с. 


Auch hier sind, dem einen Integrationsparameter c entsprechend, 
nur einfach unendlich viele Bestimmungsarten der Funktionen w, (т) 


und %,(t) möglich. 


5 24. Drehungsmittelpunktsgeraden. 


Wir haben im vorigen Paragraphen zwei Kurvenscharen т = const., 
і = const. betrachtet und jedem Schnittpunkt einer Kurve т = const. 
mit einer Kurve ¢= const zwei Drehungsmittelpunkte zugeordnet. 
Es soll jetzt untersucht werden, wie sich die Lage der 
den Kurven т = const. zugeordneten Drehungsmittelpunkte 
ändert, wenn die Schar i=const. durch eine andere Schar 
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ersetzt wird. Da es sich hier in letzter Linie um Eigenschaften 
einer gegebenen Schar r=const. handelt, werden wir zur Durch- 
führung der analytischen Entwicklungen die Ableitungen nach der 
Bogenlänge s, (im vorigen Paragraph бү) der Schar т = const., 
und nach der Bogenlänge s, (im vorigen Paragraph e) der ortho- 
gonalen Trajektorien der Kurven т = const. benutzen. Anstatt die 
hier auftretenden Grundformeln aus denen des Paragraph 19 durch 


- 7 л . + . D D 
die Voraussetzung ф = = zu gewinnen, wollen wir sie direkt herleiten, 
indem wir wieder die Schar т = const. als durch zwei Gleichungen 


von der Form: 
2 = Sib уе f, T) 


gegeben ansehen. Wie die fraglichen Ableitungen zu berechnen sind, 
wenn die Schar т = const. in anderer Weise analytisch festgelegt ist, 
soll im § 26 dargetan werden. 

Für die Ableitungen der Koordinaten nach der Bogenlänge 5, 


erhalten wir: 
dæ 1 afi, ау 1 д, 


ds, _ VE д! ds VE ar 


JARE CIAN 
Е- (20) + (98): 
Für die Ableitungen der Koordinaten nach der Bogenlänge 5, 


gilt zunächst: 
dn day 1 9Һ, dy _ dg їо 


wo: 


ds, des ҮЕ 1 ds, 4, ҮЕ ФЕ 


Setzen wir nun: 


д, д, Ph ha _ 


ar tum 


ët hh _ 
ôt дт дт 01 d 


so folgt: 
di “2 BEE 
au + Е ЕТ 4, 
Е 7 of, 
I, + E; 2 = 4, 
daher ıst anderseits 
ern oh, mh 
ШЕ). 86109 дт dk "ez P E e 
ds, VEa ds, yE4 
so daß 
dt – Е dr Së VE 


OBEN e = 
аз YVEA ds, 4 
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Hiernach erhalten wir für die Ableitungen einer beliebig an- 
genommenen Funktion f(t,t) nach a und $;: 


dft) _ _1 ef, dd ` 
dn, VE дї ds, ҮЕл 


SrA pae 


für die Ableitungen einer beliebig angenommenen Funktion f(x, y) 
nach s, und 5,: 


ара, у) Of dx R of dy draam _ əf dæ J of dy 
ds, _— Zeds ' 0y ds, ds ° Zeds дуйз, 


Den Krümmungshalbmesser der Kurven т = const. bezeichnen 
wir mit o, den ihrer orthogonalen Trajektorien mit оз. 


Dann ist: 
ao” Ay. 1900 y ar Ду 
@# ed ae э буф. 
de 1 д2 14у йу ‘1 dy. ас 
йз Ga, O ds, dar 008 0 gan 


Aus den Beziehungen: 


day? (ауур fede dydy 
(az) % 9) -1, ds, ds, + ds, йз, _ 0 


folgt durch Bildung der Ableitungen nach s,: 
dæ d'z dy а?у 


ds, ds, ds, ds, ds, ds, SCH 
da doe dy d'y URN. 
ds, ds, ds, ' ds, ds, з, 05 


Die Determinante dieser Gleichungen wird, da: 
RABEN... Mee GE 
ds, ds,” da ds 
gleich Eins, und wir erhalten: 


d!x 1 dy 1 dn а?у 1 dn 1 ау 


aada dn о, 8, з, 8, б, Fi гч. 

und entsprechend: 
d!x „моба 1 du deu 1 dy 1 de 
ds,ds, о, йз, ed ЧЫ ` SÉ SZ 


Um die Regel für den Einfluß der Aufeinanderfolge der Ab- 
leitungen nach s, und s, aufzufinden, berücksichtigen wir, daß für 
eine beliebig gewählte Funktion f(x,y) die Gleichungen bestehen: 
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dfx, y) _ 0°f dx de EN? E dy , dy ga) o'f dy dy 
ds,ds, да? ds, ds, ' дхду \ds, ds, ' ds, del ' ду? ds, ds, 
of а?а of а?у 
+ йа дагз, дуйк ca 
af _ дашат | дү CL dy , dy den , ау dy 
dade да? ӣз, dej 0220y \з, ds, ' ds, Sg y? ds, ds, 
of de ‚ду ду. 
Se ds.ds, Я" ду ds,ds,? 


somit erhalten wir: 


ray) ders 1 day) _ 1 day), 
ds, ds, ds,ds, о, ds, о, ds, 


Da eine Funktion von ? und т zugleich eine solche von x und y 
ist, erhalten wir ebenfalls: 


d'ft) ат) Léid 14[@т) 
ds, йз, ETS TS ER SE ER 


Der direkte Beweis dieser Beziehung ist etwas umständlicher. 
Man hat nämlich: 


d td de ot di Әр, ат 
da otada з, 02 йг, дт dä 
de dt (fdt R a д, ач 
de, ds, ds, | 200 ds, | Ziër ds, dt ds, ds, 
ds у, ава, f, ават, Әһ dt | dh dr 
ds ds, Ot? ds, ds, ' 0107 ds, ds, © Ot ds,ds, © Or ds, ds, 


folglich: 
da de _ di ач ме а. d'r 
de de; deda, Ot \de ds, dads дт ds, ds, 


_ х [/Е(, a тез) A ыз 98а EE, 
CSC da, ds, 45, 48, ҮЕ 18, 4з, ds, yEds, ds, 
Anderseits ist: 


d’x da ids _ 1 dg 
da а, з, а oda о, йз, 


und beide Beziehungen bleiben bestehen, wenn man x durch y ersetzt. 
Daraus ergibt sich: 


d?r VE ач det 1 F 
eg 


ds, ds, = es ds, ds, ds, ds, р, o VE 20,үЕ d 
infolgedessen entsteht: 

dm. dame _ ГЕ F ) ôf VE 

ds, ds, ds, ds, ot De VE лдо,үЕ 
лат) _ 14[ф+), 
о ds, о, ds, 


was zu beweisen war. 
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Hiermit sind die Regeln für die Benutzung der Ableitungen 
nach den Bogenlängen zweier zueinander senkrechter Kurvenscharen 
gefunden. 

Wir betrachten nun außer der Schar т = const. eine zweite Schar, 
deren Bogenlänge mit ø bezeichnet werde. In einem Punkte P(t, т) 
bilde die dem wachsenden e entsprechende Halbtangente der durch P 
gehenden Kurve der zweiten Schar mit der in P berührenden positiven 
Halbtangente der Kurve т = const. den Winkel d Wir haben dann 
für die zweite Schar: 


gg da dy _ : dy 
= совр $ а + віш фе? Ze = cos y Al +s Шы 


und die Ableitung einer beliebigen Funktion f von х,у, oder t,t nach 
der Bogenlänge ø wird definiert durch die Gleichung: 
дє = cos vga + sin vae 

Gehen wir auf der betrachteten Kurve der zweiten Schar von (P) 
aus bis zu einem Punkt (P') weiter, so wird die Bogenlänge 6 einen 
Zuwachs 26 erhalten. Die durch (P') gehende Kurve der ersten 
Schar möge in (P') von der Tangente (IT) berührt werden. 

Man bestimme nun diejenige Drehung der Ebene, durch welche 
(Р) in (P'), und (T) in (T') übergeht. Der zugehörige Drehungs- 
mittelpunkt gelangt, wenn man A6 sich der Null nähern läßt, in 
eine Grenzlage, in welcher er der zum Winkel ф gehörende 
Drehungsmittelpunkt der Kurve t = const. für den betrach- 
teten Punkt (P) genannt werde. Die Koordinaten des zu 1 ge- 
hörenden Drehungsmittelpunktes seien mit л, yy bezeichnet. Wir 
erhalten ihre Werte aus den im $3 S. 12 für Ё, und у aufgestellten 
Ausdrücken, indem wir: 


Si eg 2 da ` Er dy Dun 
Ser, у=), bme er Arme T ds, 
setzen. Es KE sich: 


du 
Фр 0 — A у=2+5 А 


wo: 
EE шуй 
De Cer ds, de 
Уу == 45 a у dy des 
ас ds.do do йзүйв 
Nun ist: 
а?а L GA сов ар sin ү dy 
da, do SEET EEN (E 
el ag d _ (сова) _ siny) d 
ds, do = cos + sin pa -( о, Qs Jr 
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also: 
ЖА, 1 
Ty = cosp sinap 
Du 0з 
und: 
K cos p sin «+ sin ab cos œ 
тате Т аш eg 
Ce 01 
= sin ар sin о — сов їр сова 
Ур= Дик siny cosy 4 
0 о 
wo: 
ах ау : 
ЕТИ соз с, йа, = SIN & 
1 1 


gesetzt ist. 
Aus diesen Gleichungen folgt: 


8 sin ар 
(жь — x) cos æ + (yy— y) sin « = ging ` cosy ` 
DÉI о 
р сов ab 
(£y — x) sin а — (у„— у) cos « = siny _ созар. 
о КД 


Die sämtlichen zu den verschiedenen Werten von d ge- 
hörenden Drehungsmittelpunkte liegen daher auf einer 
Geraden, deren Gleichung 


w- (2 Sey yp AE 


ist. Da diese Gleichung befriedigt wird, sowohl wenn wir: 
ж'— x= — 0, вір а, Wl у = 0; С08 Ф, 
als wenn wir: 
х'— ж = 0,008 а, Y—-y=Qsina 


setzen, so geht die fragliche Gerade durch die zu о, und о, 
gehörenden Krümmungsmittelpunkte. 
Durch die gegebene Kurvenschar wird also jedem Punkt einer 


Einzelkurve der Schar, an dem 1 und = endliche Werte besitzen, 


eine Gerade zugeordnet, die wir die Drehungsmittelpunktsgerade 
nennen wollen. Diese Zuordnung verdient näher untersucht und mit 
Beispielen erläutert zu werden. 

Wir wollen hier nur noch die eine Frage beantworten, wie sich 
dieineinem Punkte zugeordnete Drehungsmittelpunktsgerade 
ändert, wenn man statt der gegebenen Schar t = const. eine 
andere Schar zur Bestimmung dieser Geraden benutzt. Den 
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Winkel, unter dem eine Einzelkurve der letzteren Schar eine Einzel- 
kurve der Schar т = const. schneidet, bezeichnen wir mit ф, die Bogen- 
länge der Kurven dieser Schar mit s, die ihrer orthogonalen 
Trajektorien mit s’, den Krümmungshalbmesser der Kurven der Schar 
mit о, den ihrer orthogonalen Trajektorien mit ọ' und setzen: 


da ` dx : da day ` dy a dy 
"ie СОР тае тез 5 = QOR Фал ае 
Ber > da ах ау _ , ау dy 
g; = T 80 Ф ES + совф dai dei вш Фф E + cos er 


so daß die allgemeine Definition der Ableitungen einer Funktion eut, т) 
oder (х,у) nach den Bogenlängen s und s’ in den Gleichungen: 
аф аф д йб 45 ` . аў а 
aa = 808 GE + sm йл Sg vr RER PTs + cos Фал 
enthalten ist. 
Hiernach wird die positive Normalenrichtung der Kurven mit 
der Bogenlänge s durch Vermehrung des Winkels ф um а erhalten, 
aber die positive Normalenrichtung ihrer orthogonalen Trajektorien 


soll mit der positiven Tangentenrichtung der Kurven mit der Bogen- 
länge s zusammenfallen, so daß: 


de _ 1 dy а?у 1dz dia 14х dy кау 
dei edel dei о аз deii eidel dei о з 
Ра: 
EN 5 d!x И аг da _. ах} 49 | 
q = 908 Ф [сов Фф Ze? + вш ф ECH + (сов p 4, sın P) dej 
d а $ а?а ах 5 ах\ аф 
+ вш o [соз p 20, ds, + sın Ф 48,3 + (сов Фф а sın ФУ.) sl 


ler) er) 


1 do À 1 do 
Ste cos p (> + 25) — sin ek SN 
und auf demselben Wege ergibt sich: 
1 ? 1 do E ET 
ang (а) + ов et 24) 
Die dem Punkte (x,y) durch die Kurven mit дег Bogenlänge s 
zugeordnete Gerade hat die Gleichung: 


Gab сов(а Lei ` вір ie + Ф) Cl sin(@+9) | ooeeten _ 
е 2 ( DN ° )+@ 9( e 9 о ) k 


www.rcin.org.pl 


144 Erster Teil. Ebene Kurven. 


Diese Gerade schneide die Tangente der Kurve т = const. in dem 
Punkt mit den Koordinaten: 


х +1 соза, y+lsine, 

die Normale der Kurve т = const. in dem Punkt mit den Koordinaten: 
x—Iı,sine, у + 1, cosa. 

Dann ergibt sich als wichtige Folgerung: 


1 1 dp 1 1 do 
о, { RER 


so daß auch: 
сов p sing 1 sing сов p 
1, пабу рева ; 1, 


Aus diesen allgemeinen Sätzen fließen unmittelbar die folgenden 
besonderen: 


1. Wenn 49 - gleich Null ist, wenn also der Winkel @ sich längs 


jeder Einzelkurve der Schar т = const. nicht ändert, so hat man 
l = о, und die sämtlichen unter dieser Voraussetzung möglichen 
Drehungsmittelpunktsgeraden bilden einen Büschel, der den Krüm- 
mungsmittelpunkt der Kurve т = const. zum Mittelpunkt hat. Ent- 


sprechendes gilt bei der Voraussetzung E gleich Null; nur muß hier 


der Fall = 0 berücksichtigt werden, in welchem die Kurven z = const 
Paralleikurven sind, und die Drehungsmittelpunktsgeraden parallel der 
Tangente der durch den betrachteten Punkt gehenden Kurve т = const. 
liegen. 

2. Ist der Winkel e überhaupt konstant, so wollen wir die ent- 
sprechenden Kurven Isogonalkurven nennen. Hier fallen die den 
verschiedenen Werten von @ entsprechenden Drehungsmittelpunkts- 
geraden alle in eine zusammen, und da jetzt r= о, so fällt der 
Krümmungsmittelpunkt der zu dem Werte ф gehörenden Isogonal- 
kurve mit dem zum Winkel ф gehörenden Drehungsmittelpunkt der 
Kurve т = const. zusammen. Die durch einen Punkt gehenden 
Isogonalkurven einer gegebenen Kurvenschar haben daher 
die Eigenschaft, daß ihre zu diesem Punkt gehörenden 
Krümmungsmittelpunkte in einer Geraden liegen, ein Satz, 
der zuerst von E. Cesäro veröffentlicht wurde. (Lezioni di Geometria 
intrinseca. Napoli 1896. 8. 116. Vgl. die deutsche Ausgabe dieses 
Werkes „Vorlesungen über natürliche Geometrie“ von Kowalewski, 
Leipzig 1901, S. 148.) 

Kreise, deren Mittelpunkte auf einer Geraden liegen, und 
die einen Punkt gemein haben, berühren sich entweder in diesem 
Punkt, oder sie haben noch einen zweiten Punkt gemein. Das erste 
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ist bei den zu dem Punkt ( т) gehörenden Krümmungskreisen der 
Isogonalkurven ausgeschlossen, da die Mittelpunktsgerade nicht durch 
den gemeinsamen Punkt hindurchgeht. Wir haben daher den zweiten 
gemeinsamen Punkt aufzusuchen. Die Gleichung des zu dem Werte o 
gehörenden Krümmungskreises ist: 


Dat е) + СЕ ей) = e, 


одет: 


Е 97-0 - 090277 er] 


2006 — а) sin (аф) — (n — y) cos (к + p))}= 0 


Sie lehrt, daß die zu den verschiedenen Werten von ф gehörenden 
Kreise durch die Schnittpunkte der beiden durch die Gleichungen: 


(2 — 2)? + (n — y)?’ + 2ọ,{(Ẹ — eine — (y — у) созо} = 0), 
(5 — x) + (n — y) — 20] Œ — 2) созо + (y — y) sin о} = 0 


bestimmten Kreise hindurchgehen. Der zweite Schnittpunkt dieser 
Kreise hat die Koordinaten: 


сов о sin с sin , cos« 
01 SE 0 Qı 
=g + Ee? у = у + 2 i i 
Sei °з gei a AN 


Dies zeigt, daß die Verbindungslinie der Punkte (x,y) und (Gm) 
senkrecht zur Drehungsmittelpunktsgeraden der Kurve т = const. 
steht. Die Gleichung der letzteren Geraden in der Normalform ist: 


Ra hen (+2) -ı 


0з 0 оү 0 


Der Punkt (x,y) liegt auf der negativen Seite der Geraden und 
hat von ihr den senkrechten Abstand : ; der Punkt (z, %,) 


Varta 
liegt auf der positiven Seite der Geraden und D von ihr denselben 
Abstand. Man erhält also den Punkt (жу, уу), indem man vom Punkte 
(x,y) aus ein Lot auf die Drehungsmittelpunktsgerade fällt und es 
um sich selbst über die Gerade hinaus verlängert, ein Ergebnis, das 
geometrisch offenbar ist. 

Der Punkt (z,, y,) hat noch eine weitere wichtige, von G. Scheffers 


bemerkte Eigenschaft, die wir im folgenden Paragraphen herleiten 
wollen. 


у. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 10 
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Wir zeigen noch, daß der im Paragraph 19 S. 113 für 2. auf- 
2 


gestellte Ausdruck, nämlich = + 2, mit dem Ausdruck für — = über- 
2 2 o 

einstimmt. Es ist: 

do 


d dp { 
-——— == COS Ф 28, + sın Фа 


do, 


aber о, ist, da wir hier die positive Normalenrichtung der zu Ф ge- 
hörenden Kurven entgegengesetzt der damals benutzten genommen 
haben, gleich — о. Daher entsteht: 

1 cos ф sin Фф ДЕ 

Ta E Di = Qa тр 
Beide Berechnungsarten liefern somit denselben Drehungsmittelpunkt. 


825. Zerlegung einer doppelt unendlichen Kreisschar in Scharen 
von Krümmungskreisen, Äquitangentialkurven, 


lm 8 16 8. 79 stellten wir eine einfach unendliche Schar von 
Kreisen durch die Gleichung dar: 


(т — Ф.) + (Y = Ф) = g’. 

Wir betrachteten ф,, 9, als Funktionen der Bogenlänge der 
Mittelpunktskurve und fanden, daß die Schar aus den Krümmungs- 
kreisen einer Kurve besteht, wenn ф'? = 1 ist. 

Gegenwärtig sehen wir ф, und 9, als Funktionen zweier Ver- 
änderlicher # und т an und schreiben, damit keine Verwechselung 
mit dem im vorigen Paragraphen benutzten p vorkommt, p, statt p 
Wir fragen, unter welchen Umständen es möglich ist, die Ver- 
änderlichen ? und т so als Funktionen zweier neuer Veränderlicher 
6 und # zu bestimmen, daß 1. jede Kreisschar 9 = const. aus den 
Krümmungskreisen einer Kurve besteht, und 2. daß e die Bedeutung 
der Bogenlänge der zugehörigen Evoluten besitzt. 

Die erste Forderung drückt sich in der Beziehung aus: 


д2 дв! Ir дв 


die zweite іп der Beziehung: 
дф, \? дф. "| 0t\2 E: Co дф, д%, | dt dr 
2) (eh Ye и 


09,\? дф d дт\2 ` 
+С) ЗИ KA 
Die Gleichung (1) ersetzt hier vollkommen die Forderung фу? = 1, 
da man durch Ersetzen von 6 durch — б für ed den Wert — 1 erhält. 


(1) дә, 01, дф, дт An 
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Subtrahiert man die quadrierte Gleichung (1) von der Gleichung (2) 
und setzt: 


0)" + |с е Сара М де, дф, ыр 0%, дф, дф, 
бї 


so ergibt sich: н (шү BEEN А SE 


дс дс 


Indem wir mit A eine noch zu bestimmende Funktion bezeichnen, 
ersetzen wir die letzte Gleichung durch die folgenden: 


et дт дт ot дт ôt 
“б ТОТ ТАД rees) 
so daß: 
t д 
d д 52+ 095—0, 
EI дт 
а 2+0 + 2) 52 = 0, 
und damit: 


Д2 = b — ас. 


Wenn 02 — ас < 0, ist die Lösung unserer Aufgabe unmöglich. 
Um die geometrische Eigenart des Falles 0° — ае = 0 aufzufinden, 


nehmen wir ф, =f, Фф, == т, was natürlich stets gestattet ist, und er- 
halten: 


Für b? — ас = О haben wir also: 
Gef , (eu _ 
+ 
dh nach $ 26 8.164 daß die Kurven фу = const. eine Schar von 
Parallelkurven bilden. Nun sind ї und т die Koordinaten der Mittel- 
punkte der Kreise. Eine Kurve p= const. ist daher der Ort der 


Mittelpunkte derjenigen Kreise, deren Halbmesser gleich dem Werte der 
Konstanten ist. 


Die für 4=0 und 9,=1t, 9=r geltenden Gleichungen: 
ot дт дї дт 
gehen über in die Gleichungen: 


(a) дф, дф, дт 0, 


0 ðs 02 Ze do 
дф, дф, 21 д0, \2 дт _ 
“7 dr do CS 95 = 0. 


10* 
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Wenn 09° beständig gleich Null ist, folgt Fe — + 1 und 27 = 0. 


Die Kreise berühren hier sämtlich die (Achse, oder, was das- 
selbe ist, die x-Achse; jeder Punkt dieser Achse spielt die Rolle 
einer Kurve, deren Krümmungskreisse alle Kreise sind, deren 
Mittelpunkte auf einer durch ıhn hindurchgehenden Parallelen zur 


y-Achse liegen. Entsprechendes gilt im Falle = = 0. Nach Aus- 
schluß dieser Fälle werden die letzten beiden Gleichungen durch 
die eine: 

дф dt дф, дт 


vertreten. Diese stellt aber die Differentialgleichung der orthogonalen 
Trajektorien der Schar p, = const. dar, somit eine Schar gerader 
Linien. Jede dieser Geraden ist die Mittelpunktskurve einer Kreisschar 
9 = const. Die gegebenen Kreise bestehen hier aus den sämtlichen 
Kreisen, die eine Kurve berühren. Jeder Punkt der Kurve spielt die 
Rolle einer Kurve, deren Krümmungskreise alle die Kreise sind, deren 
Mittelpunkte auf der durch den Punkt gehenden Normalen der ersteren 
Kurve liegen. 

Dasselbe Ergebnis folgt auch so. Die аш der von den 


Krümmungskreisen berührten Kurven sind, weil = Ba aA 


die folgenden: с dt Ge дт 


д д 
@) TE SN 
Aber: 
да 09 [19% doe ôt Zo, | дф, ah дт 
дв дв (2 0 o SE SITZ - (7 tar T дт 2) 2 
д 0%ф„\ дф 0%, , дф, Ipo) де 
-(( 2 Po бе) е Ж узе сын SE Ze 


- дф, 0° 3% Ce 
м р (5 Ska 9198) = 0. 


Ebenso folgt, daß 55 verschwindet. Die den einzelnen Werten 


von 9 entsprechenden Evolventen werden daher durch Punkte ver- 
treten, die auf der durch die Gleichungen (3) dargestellten Kurve 
liegen. 

Setzen wir nun 6° — ac > О voraus. Für die späteren Anwendungen 
empfiehlt es sich, eine kleine Änderung der Behandlungsweise ein- 
treten zu lassen. Wenn die gegebenen ‚Kreise irgendwie aus einer 
Kurvenschar т = const. hergeleitet sind, kann man statt der Differen- 
tiationen nach ? und т die Ableitungen nach den Bogenlängen 5, 
und s, benutzen. Es sei allgemein: 


а) ат md H n 
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Dann folgt an Stelle der Gleichung (1): 


4%, dp, 
ds, en Fr 
und da: 4 4 N S Ў 
09, __@Ф, Pı Po _ UPa de, 
Ze ds ШЕ ds," 06 ds ar Fr 


so wird die Gleichung (2) durch die folgende vertreten: 
Ze \? (9\2) з | 
dE EES) |m РЕЦ NEE El С 


e JET Gëlle 


Wir setzen: 
dy,\? | (dys\? /йф„\? 
(a2) +) — (ae) =% 


doe, dp, аф dp, dp, do, b 
1) 


de de ‘да dë 48, d _ 
dei, (2, \2 E — 
9 + Е SE = 
Wenn b?— ac >O, so ist auch b,?— а, с, > 0. Man sieht dies 
am einfachsten ein, wenn man die Kurven ?= const. senkrecht zu 


den Kurven т = const. nimmt, was immer gestattet ist. Alsdann 
hat man: 


d 18 аг a, 


ds, VEðt ds үд: 


1 b 1 
“үйү Те? 


AT E g (0 — ac). 


а, =— 9а, b 


Da Е und С positive Zahlen sind, besitzt hiernach b,” — а, с, das- 
selbe Vorzeichen wie 0° — ac. 
Wir haben nun: 


а, т? + 2, тп + с, п? = 0, 
d.h. 
am+bn=—- An т + ст = Ат, 


А12 = 012 — аус. 
Es folgt somit, daß: 


2 = Eyb’ — а, с, 


ist, wo ё die positive oder negative Einheit bedeutet. 
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Zwischen m und n bestehen jetzt die beiden Gleichungen: 


ет + Gen=1, 


ат + (+ ғу, — ас)п = 0 


somit ergibt sich, wenn die Determinante der Gleichungen nich; ver- 


schwindet: 
m b +e MARIAA 
(0, + VE) — Ar 
(4) S, ds, 
» = a 


Rn, d 
(b, +: Vb,’—a, elt Se Ge ГА 


Verschwindet aber die Determinante, so gilt die Gleichung: 


| (b, 29 – а, 2") (b? — а, 6) E 28)" d 


Setzt man: 


de, de _ 29, po q Im do Ze de 
2 a8 de ds, ds, 

de do de dp ыу: 

ds, da ds ds, 5? 

во geht die letzte Gleichung in а, (d? + 4,2) = О über. 

Wenn d und d, zugleich verschwinden, muß auch d ver- 
schwinden, und damit auch b,’—a,c,, was gegen unsere Voraus- 
setzung verstößt. Als erste Bedingung für das Verschwinden der 


=d,, 


Determinante folgt daher а, = 0. Wäre jetzt 7 SC = 0, so würde sich 


22 Ф: — 0 und = 0 ergeben, und weiter b, = Sp sowie кй ауву== 0. 
Als zweite Bedingung erhalten wir somit b, + г уб, = 0 oder 
web. 


Die Werte von m und » ergeben sich jetzt aus den Gleichungen: 


аф аф 
42, т + ik 15 


20,т + сп = 0. 


Die hier auftretende Determinante kann nicht verschwinden. 
Anderenfalls hätte man: 


IST, + Gay) RS Se + aa ч 


-@ 
ds, ds, 
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Die linke Seite dieser Beziehung ist gleich: 


9 do, de, dp: dp, 2 
ds +( ds, ds, se); 


somit gewinnt die Beziehung die Form: 
b? + de F 0, 


dh es ist entweder b, = 0, oder b, ist imaginär. 
Wir erhalten für а, = 0 und 4 =—Ь,: 


€ 


m= Å ea H 
с Zë: op 1% 
а et ar FR 
(9) eh 
n= " : 
Т d, Lg dp, 
1 48, te 


Den beiden Werten von ғ entsprechend, gibt es auf jedem der 
gegebenen Kreise zwei Punkte, in denen er je eine Kurve als Krüm- 
mungskreis berührt. Ist daher eine Kurvenschar т = const. durch die 
Gleichungen x = ў, (t, t), у = ,(, т) gegeben, so sind die Krümmungs- 
kreise der Kurven т = const. zugleich die Krümmungskreise einer 
zweiten Kurvenschar. Um letztere zu bestimmen, setzen wir: 


pı=fi— sing, фа == + 0, cose, фу 0. 


Da: 
do, 2 de, . dp, _ ? йо, ГА 
КЕШЕ Fr sin e, SE sin o (1 + SH + Fr соз с, 
dp, de, de, ka? йо, Di 
SE WER? fb «(1 + 4 + o E ër 
so folgt: 


Die Koordinaten eines Berührungspunktes sind: 


do EE? 
zë Ф) У = Ф фу е; 
Setzen wir: EE 4 
Eyb? — ac = CA 
so kommt nach (4): 5 
ат 0, 
1 
ds, 
d.h. £ = Ф, + posin « = fi; Y= Фф —– ф,убов б == fa, 


und wir haben es mit dem gegebenen Berührungspunkt auf der 
Kurve т = const. zu tun. 
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Nehmen wir: 


syb?— a. = — 26. 
1 
so folgt nach (5): PN 48, 
Säi 2 
m= = D = Б ә? 
о \ 40, 1+( d 
(a)i 7 
und damit: > 
сове ` Sın & sın & соз CG 
g о о e б 
О кела a gent 
gi ga o? Qa? 


Diese Ausdrücke stimmen mit den vorhin für z, und y, gefundenen 
überein. Der zweite Berührungspunkt fällt daher mit dem 
zweiten Schnittpunkt der zu dem Punkt z= f, у =f ge- 
hörenden Krümmungskreise der Isogonalkurven zusammen. 
Zugleich aber ist der Punkt (2,, al der zweite Berührungs- 
punkt für alle zum Punkt (fi, f2) gehörenden Krümmungs- 
kreise der Isogonalkurven*); denn setzen wir іп den vorstehenden 
Ausdrücken statt o die Zahl «+ p, so kommt: 


cos(x +g) віш (« +g) 
®= [+2 : + = 2, шш my". 


Um die Differentialgleichung derjenigen Kurven aufzustellen, deren 
Krümmungskreise mit denen der Schar т = const. zusammenfallen, 
haben wir die Tangente des zum Punkte (f,, f,) gehörenden Krüm- 
mungskreises in dem durch (6) bestimmten Punkte (el, у”) zu bestimmen 


Man erhält: 2 созо 1 1 
ls = Ber 

ales 2 – f, + ọsin о = ——2— a s 

SE 

2sin« 1 1 
е р 

! 2 2 
Y — Pa = у — fa — 0, COS а = АГАЛА ЕТ 

SCAM 


und die gesuchte Differentialgleichung ist die folgende: 


Past nafi Jar + [фе + sel Allan 


oder kurz: 
ade + 08у = 0. 

ж) Die Arbeiten von G. Scheffers über Isogonalkurven und Äquitangial- 
kurven befinden sich in den Berichten der mathematisch-physischen Klasse der 
Königl. Sächs. Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig 1898 8. 261 und 1904 
S. 105, sowie in den mathematischen Annalen Bd. 60, 1905, S. 491. 
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Hieraus erhalten wir die Differentialgleichung der Kurven, deren 
Krümmungskreise mit den Krümmungskreisen der zu dem Winkel ọ 
gehörenden Isogonalkurven zusammenfallen, indem wir statt œ setzen 
«+ p, sowie о und ol statt o und o,. Es ergibt sich: 


(о, cos p + «sin ф) @х' + («cos рф — a, sin p)dy'= 0. 


Dies ist aber die Differentialgleichung der Kurven, welche die 
Integralkurven der vorigen Gleichung unter dem Winkel — p schneiden. 
Durch die Forderung der Gemeinsamkeit der Krümmungs- 
kreise werden daher Isogonalkurven wiederinlsogonalkurven 
übergeführt. 

Ein zweiter von G. Scheffers gefundener Satz, der auf der Forderung 
der Gemeinsamkeit der Krümmungskreise beruht, bezieht sich auf die 
von G. Scheffers mit dem Namen Äquitangentialkurven belegten 
Kurven. Tragen wir auf jeder Tangente jeder Einzelkurve т = const. 
von ihrem Berührungspunkt aus eine konstante Strecke mit der Maß- 
zahl Л ab, so wird jedem Punkt (e, f2) ein Punkt mit den Koordinaten: 


(7) 2 = = fit hcosa, у= = Һеш а 


zugeordnet. Wir suchen nun die doppelt unendlich vielen Punkte 
(9,,9,) so auf einer einfach unendlichen Schar von Kurven anzuordnen, 
daß die Tangente einer solchen Kurve in einem beliebigen Punkt 
(91,9%) zusammenfällt mit der im zugehörigen Punkte (8, € 1 berührenden 
Tangente der durch den letzteren Punkt gehenden Kurve т = const. 
Die Differentialgleichung dieser Кеша лы ist: 


Um die Krümmungsverhältnisse der Äquitangentialkurven und 
ihrer orthogonalen Trajektorien zu untersuchen, bezeichnen wir die 
Bogenlänge der ersteren mit o, die der letzteren mit б,. 

Wir setzen allgemein: 


SE Y) _ af af, 


= m, da, +», 48, 
ЕА ба. х af. 
Ce, Er + "2 ds, 


Hiernach ist: 
dg, m. (co ssie) (1 — 2 in а 
йв, 1 eg A N D 8 D 


- h cos « h 
dm (sin «+ e )+ N, (1 = = cos o. 


Damit: 


werde, ist 
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ho 
n=l, mn = — 
1 H 1 0, (h SS 0) 
zu nehmen. 
Ferner hat man: 
Se ( Анаш) _ ( — 
Cal Kate i (1 kA 
з h h 
28 = = My (sin «+ ee) -- „(1 — >) сов e, 
КД € 0з 
Damit: 
dg, _ 49% N 
do, = — 810 с, do, cos CG 
werde, ist: 
0. 
u 0, DW" Déi SR 
zu setzen. Jetzt ergibt sich: 
d’g,_dcos« -—sin« he, sing ГА 
Є. = = — — 2 sing 
do? do DÉI о,%—о,) о, о, (0 — Л) g 
d’g, дӢвіпо ` SEA 
a do 0—1 е 


Die Krümmung der Äquitangentialkurven Ta mit =. die 


Krümmung ihrer orthogonalen Trajektorien mit —- bezeichnet. Dann 
folgt: 
1 D TON A 
a alh Lk oh 
Die Krümmungskreise der Äquitangentialkurven sind zugleich die 
Krümmungskreise einer zweiten Kurvenschar. Der zweite Berührungs- 
punkt auf dem im Punkte (91, 95) berührenden Krümmungskreise hat 


die Koordinaten ((6) S. 152): 


2 сова sin« 2 sing , cosg 
m EN ча 
Уыз ык ales D ) у =ч E: т ), 


1 
Ба ря Бъ? 
одег: 
1 1 2 
> сов œ + EE sin с 
ж" = а + Ь-° > e 01 0з { 
о,* GI 
1 1 а 2 
(asia) { сов o 
Ма 1 2 1 © 
H =y +h 1 1 
SE 0° 


Hier sind die Koeffizienten von Ah, wie aus den 5. 152 für 2 — Ф, 
und y'— ф, aufgestellten Ausdrücken hervorgeht, die Richtungs- 
kosinus der im Punkte (2', y') berührenden Tangente des zum Punkt 
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(fi, f2) gehörenden Krümmungskreises der durch diesen Punkt gehenden 
Kurve т = const.; somit bedeutet kh die Maßzahl des Abstandes der 
Punkte (2", у") und (el, у'). Die Koordinaten des zum Punkt (g,, 9) 
gehörenden Krümmungsmittelpunkts der Aquitangentialkurve sind: 


о; (0 h) 


sing, y= f+ h sin a += сов g. 


Sh 
ж = fı +h cos а — "ет t) 
2 


Man findet durch eine einfache Rechnung: 


z" — g= (жх'— Фу) (1 eb y"— у= DI — Ф) (1 a 


folglich berührt der Krümmungskreis der Äquitangentialkurve im 
Punkte (elt, у”) die im Punkte (ol, у') berührende Tangente des 
Krümmungskreises der Kurve т = const. 

Durch die Forderung der Gemeinsamkeit der Krümmungs- 
kreise wird somit einer Schar von Äquitangentialkurven 
der Schar т = const. eine zweite Schar von Kurven zu- 
geordnet, die aus den zu demselben Werte von h gehörenden 
Aquitangentialkurven derjenigen Schar von Kurven besteht, 
die durch jene Forderung aus der Schar т = const. her- 
geleitet ist. 

Beispiele 1. Das naheliegendste Beispiel bilden die Parallel- 
kurven. Es seien æ, und y, die Koordinaten einer ebenen Kurve. 
Wir setzen: 


az p (0), у= 0, (0) 


und verstehen unter ¢ die Maßzahl der Bogenlänge, unter o, den 
Krümmungshalbmesser der Kurve (Zə у). Die Schar der zu dieser 
Kurve parallelen Kurven wird dargestellt durch die Gleichungen: 


x =p (t)— т pa (б, Y = p (t) + тр, Gi 


so daß: 
К А эү 
Е 
E-(1-2), F=0, 0-1 4-1-2 


Es sei ғ gleich der positiven oder negativen Einheit, je nachdem 
1— = positiv oder negativ ausfällt. Wir erhalten dann gemäß 8 24 8.139 
für die Ableitungen einer Funktion f(t, т) nach den Bogenlängen s, 
und s, der Kurven т = const., t = const.: 


afe е f ањд, 27 


ds, Ў RK? Er ds, дт” 
% 
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und für die Ableitungen der Koordinaten: 


da ` 1 du _ П йт ` ' dy _ ! 
ан а ET Een 
de ә, e da ig 
3 


ds? о„—т 9-rds, dëi 
folglich: ; 9 i 
= E (Qo — т), @ = оо. 


Der Leser möge sich an dem Beispiel einer Ellipse die durch 
die beiden Werte von & bedingten Richtungsverhältnisse klar machen. 
Setzen wir: 2 = a соз 9, у = Б зіп 9 und nehmen die Bogenlänge t 
mit 9 wachsend, so geht in einem Punkt P des ersten Quadranten 
die positive Tangentenrichtung nach der positiven y-Achse hin, die 
positive Normalenrichtung nach dem Krümmungsmittelpunkt Р, hin. 
Die Parallelkurven der Ellipse, welche die von P, durch P gelegte 
Halbgerade schneiden, gehören entweder zu einem negativen- т, 
oder zu einem positiven т< о. In ihren Schnittpunkten mit 
der Halbgeraden ist ihre positive Halbtangente parallel der positiven 
Halbtangente in P, die entsprechenden Krümmungshalbmesser sind 
positiv. Bei den Parallelkurven, welche die der vorigen entgegen- 
gesetzt gerichtete und von P, ausgehende Halbgerade schneiden, ist 
T > 00; die positive Tangentialrichtung ist in den Schnittpunkten der 
in P angenommenen entgegengesetzt, ebenso die positive Normalen- 
richtung, & wird gleich — 1, und die Krümmungshalbmesser o, sind 
positiv. 

Der zweite Berührungspunkt des zum Punkt (x, у) gehörenden 
Krümmungskreises der Kurve т = const. hat die Koordinaten ((6) S.152): 


ж = pi т — 2o Ep, Y= pt тфү + 20у #0; 


er liegt daher dem ersten diametral gegenüber; die Kreistangenten in 
beiden Berührungspunkten sind parallel. 

Um die Kurvenschar zu finden, deren Krümmungskreise mit 
denen der gegebenen Schar zusammenfallen, haben wir die Gleichung: 


T 
da лу! 
zu integrieren, 
Da: | 
x = p — (26,— т)», Y'= p + (20 — т), 
so folgt: 


йа = fy (1 EE "і SCH ol ET ыш 
0 


90, — 2 
ау = In (1 рс = + 27 ail dt № дт. 
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Die vorige Differentialgleichung ist daher gleichbedeutend mit 
der folgenden: 


d 
2 941 = dr, 
d.h. 
T 29 — 9, 


wenn wir mit — # die Integrationskonstante bezeichnen. 

Setzt man diesen Ausdruck von т in die Ausdrücke von x’ und 

y' ein, so kommt: 
ж'==ф,— Өф, 07 = ph + 90, 
die zweite Schar fällt somit mit der ersten zusammen. 

Dies Ergebnis war auf Grund des Satzes (8. 33), daß jeder 
Krümmungskreis einer Evolvente zugleich ein Krümmungskreis einer 
anderen Evolvente ist, vorauszusehen. 

Da die Krämmungsmittelpunkte jeder Parallelkurve der gegebenen 
Kurve mit denen der letzteren zusammenfallen, so fallen die (seraden, 
welche durch die zu о, und 0, (= оо) gehörenden Krümmungs- 
mittelpunkte gelegt sind, mit den Normalen der Evolute der gegebenen 
Kurve zusammen. Um die Krümmungsmittelpunkte уот 
Isogonalkurven der parallelen Kurven zu finden, hat man 
daher nur ihre Normalen mit jenen Evolutennormalen zum 
Schnitt zu bringen. 

Da die orthogonalen Trajektorien einer Schar von 
parallelen Kurven aus Geraden bestehen, so sind hiermit auch 
die Krümmungsmittelpunkte der Isogonalkurven einer 
Geradenschar gefunden 

Fassen wir nun die Äquitangentialkurven einer Schar von 
Parallelkurven ins Auge. Tragen wir auf der zum Wertepaar (t, t) 
gehörenden Tangente der Kurve т = const vom Berührungspunkt 
aus eine Strecke mit der Maßzahl k ab, so erhalten wir einen Punkt, 
dessen Koordinaten: 


lt жод = тфу др kg, Y =f} = P t+ тфү лг М 


sind. Die Differentialgleichung der zu № gehörenden Äquitangential- 
kurven, nämlich: 


erhält die Gestalt: 
2а 1+4 Ят = 0, 


somit: 
т = — }ђ б + 9, 
Qo 


wo 9 eine Integrationskonstante bedeutet. 
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Wir berechnen die Koordinaten (x,, у,) des Krümmungsmittelpunkts 
einer Kurve # = const. Die allgemeinen Formeln liefern: 


д9 до,\*| 09 | д9 д9 IK 
27 EES ана (Ж) +) 
Ze до, 0°9, _ 09, Co = Ф 09, 0% Ze Co 
At At? дъ 22? дё ді? At дї? 
Man hat: 
09 Ze ' ар h ' h Же, ' т 
эр р, т а +o% zt Di (1 SCH 
ж-ы (1-2) 
al: 2 
dg D 3 ар Ода? ( e т\р 
о а 75 (1 u) x hu +(1 + 
folglich: 


=p 009 + Ву, V= Pa + Оо + фу. 

Die Krümmungsmittelpunktskurve (2,, у,) ist daher eine Parallel- 
kurve der Evolute der Kurve (фу, Ya) Es besteht also der Satz: 
Die Äquitangentialkurven einer Schar paralleler Kurven 
fallen zusammen mit den Evolventen der Parallelkurven der 
Evolute der Schar. 

2. Als zweites Beispiel betrachten wir eine Schar konfokaler 


Parabeln. Es sei: 
d sa с, y=2tr; 


donn 18%: 
Е= 404-7) = 6, Е 0. 

Für die -еһаг т = const. erhalten wir als allgemeine Definition 
der Ableitungen einer Funktion f(t, т) nach ihrer Bogenlänge s, und 
der ihrer orthogonalen Trajektorien s,: 

df(t, apa 1 of, df(t, Da 1 of 
ds, зур Fr dt’ de, ә res дт 


Daher: 
da t BUS АК 
da Vid ën re | 
ae EE | 
ds, упра de yepe 
а?а т? WV SE dæ 
de? 20873): (ур) T 
dën. мй с da 
da? 20° Leit zi Leif ds,” 
somit: 
1 —т 1 —t 


a ant a ayete 
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Für dieKoordinaten des zweiten Berührungspunktes der Krümmungs- 
kreise ergibt sich: 


= AU — т) =— За, у'=— біт = — 8y. 


Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunkts sind: 


2t? 
ss AË + т y- 7, 


daher: Ө 2t 
clips — DÉI FL 27, у'—у,= LE 8т?). 


Die Differentialgleichung der Schar, deren Krümmungskreise mit 
denen der Schar т = const. zusammenfallen, nämlich: 


(x'— z) dz' + (y'— y) dy'= 0, 
nimmt hier die Form an: 
2trdt + (t? — Ё) dt = 0, 


2 2 
Bi 


dr т 


одет: 


Das Integral dieser linearen Differentialgleichung ist: 
Ё = т (9 — т), 
wo 9 den Parameter bedeutet. Die Gleichung der in Rede stehenden 


Schar ist: Hy: 
(«+ у)? + 9x (22 +- у?) Жый 2 


eise, 


sie wird, wie die vorletzte Gleichung zeigt, durch eine Kreisschar in 
der 1, r-Ebene abgebildet. 
Tragen wir auf der zum Wertepaar (t,t) gehörenden Tangente 


der Kurve т = const. vom Berührungspunkt aus die Strecke Л ab, so 
ergibt sich ein Punkt mit den Koordinaten: 


ht h 
ges Ё т + т" J= Bir + 7 


wo: 


w= Үү Li, 
Die Gleichung der Äquitangentialkurven, nämlich: E- 
Ki 
4а Z di Ca 
do, t Ае 2 
erhält die Form: e E 
Ki 
ai (Ф@ий-++)ат =0, * 
“Ar OS 
oder: Tr E: 
[ = 2тат. CC 
ЖЭШ, ës 
e ~ 
Y N 
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Das Integral dieser Gleichung ist: 
{= (т? + 9) УР + ei 
Die obigen Ausdrücke für 2' und al führen zu einer vielleicht 


noch nicht bemerkten Konstruktion der Krümmungsmittelpunkte einer 
Parabel. Hat letztere, wie hier, die Gleichung: 


y= 402 (a + т®) 


so ist der Punkt mit den Koordinaten — 82, — 3y ein Punkt des 
Krümmungskreises, und da die Normale der Parabel bekannt ist, 
ist es auch damit der Krümmungsmittelpunkt. Schreiben wir p 
statt 21°, und ersetzen 2 + t? durch x, so findet sich, daß bei der 
Parabel mit der Gleichung: 

y? = 2px 


der Punkt mit den Koordinaten — 3y, — 3x + 2p auf dem zum 
Punkte (x, y) gehörenden Krümmungskreise liegt. 


§ 26. Allgemeines über Ableitungen nach Bogenlängen. 
Parallelkurven. Isotherme Kurven. 


Wir haben im § 19 die Ableitungen nach den Bogenlängen zweier 
durch Gleichungen von der Form: 


= filt r) Y= fett 
festgelegter Kurvenscharen definiert, sodann im § 24 die Ableitungen 
nach der Bogenlänge s, der Kurven т = const. und der Bogen- 
länge s, ihrer orthogonalen Trajektorien. Wie sind nun die Ab- 
leitungen nach s, und s, zu berechnen, wenn die Schar t = const. 
durch eine Gleichung von der Form: 


fe, у) = т 
oder, wenn sie durch eine gewöhnliche Differentialgleichung erster 
Ordnung festgelegt ist? 
I. Bei der Darstellung einer Schar durch eine Gleichung von der 
Form (2, у) = т haben wir gemäß $ 14 8.63 für die Richtungskosinus 
der positiven Halbtangenten und positiven Halbnormalen die Ausdrücke: 


of əf 
йш а б, ду ы dy Se да І 
ds, з 79да ds бз әруз 
"+ Ve) +6) 
of əf 


“ЕТЕ "VO 
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Zur Abkürzung werde: 


"Тү, [Г _ 
И) +6) =" 
gesetzt. Die Definitionsgleichungen für die Ableitungen einer be- 
liebigen Funktion (2, у) von x und y nach den Bogenlängen s, 
und s, sind: 
dëi 06 ах , dy 1 ал 0% Ak 
ds, sds, ' ðy ds ду 
döl, y) 06 42, дау ` SC др, 2% SE 
ds, de ds, ' ду ds да да ' дуду 
Um die Krüämmungshalbmesser der Kurven т = const. und ihrer 
orthogonalen Trajektorien zu finden, berechnen wir die zweiten Ab- 


leitungen ma л, 
SW dech ^а" 
Man bat: 
of 
dæ а ду 
ds! ds ш, 
daher: 


Ba ү TE Su гы E 
ds: ш? \ду\ даду дуда дуї дуду 


Da: 


арар DER дау of of (2% SM 
дудхду даду? дудтду дхда* дә да? ! ду? 


и а Аорта ZA 
0 Fm — Ja Ga 5 ду}? 


OROT DE ыд йш BEE 
de 0% | ôx да дуду да? = 


so erhalten wır: 


ds’ ш w? w 
ôf af дзү 
дж (dlgw да? ду? 
w SE D 1 
Man hat ferner: 
of 
da d дк 


dai dë w 


—={Ж( а - 3508) + 80000505 — 9505) 


0 0а3 Ja dm 
Se („20° GU e of SE 
w? 


да \дх@]) äs дадуду 
vs arom) 87 
ду\дудж дд» ду dog ` 
El ER E 
т. Lilienthal, Differentialgeometrie. Т, 11 
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Da nach § 24 8. 189: 
do # йа, d’x Gr dr 
dai F D 48 ds,’ °з ds,’ 
so erhalten wir: 


162 Erster Teil. Ebene Kurven. | 
| 


ET EN 
1 dlog w да? ' ду? 
e "dë w KA 4 
1 _ dlogw 
д^ з, 


5 3 . то б 
Wir wollen hier noch zeigen, даб der für Е gefundene Aus- 


druck mit dem Ergebnis im $ 20 übereinstimmt. Dort betrachteten 
wir zwei Scharen т = const, t = const. und nannten ihre Krümmungs- 
halbmesser о, und ọ,, mit оз bezeichneten wir den Krümmungshalb- 
messer der orthogonalen Trajektorien der Kurven т = const. Im 
gegenwärtigen Fall nehmen wir als Kurven / = const. die Parallelen 
zur y-Achse, so daß: ж =. Die Funktion f,(t,r), welche das y liefert, 
ist aus der Gleichung: 
(т) = т 


zu berechnen. Für ihre Ableitungen nach £ und т erhalten wir die 


Beziehungen: 0; | дї ZC ë oa 212 
Ze" ду дї › On dr d 


Die Krümmung 2 - der Kurven t= const. ist hier gleich Null, 


statt des früheren о, ү das oben benutzte о„ zu setzen. Die im $ 20 
S. 119 entwickelte Formel (5) für die Krümmung der orthogonalen 
Trajektorien der Kurven т = const. nimmt also die Gestalt an: 


О" ee. 
o sing ( о, y 
Man hat: of 
д, _ 1 ду: Mn DR 
t EE К; 27° 
ду 
LI a A Р 
дт 07 От of 
ду 
w? 1 
Е = Zur G= JA 
ae d 
ч of 
Dami CLA gleich ду werde, müssen wir an- 
Um ds, ш 


nehmen, daß = дг positiv sei. Dies kann stets erreicht werden, da sich 
die Schar т = GC nicht ändert, wenn statt f geschrieben wird — f. 
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Es ist somit: 


07 af 
ду Cu 
zu setzen. Dadurch ergibt sich: 
of of 
да - ду 
сов p = — › sing = . 


Die Ableitung einer Funktion von x und у nach der Bogen- 
länge 6, wird hier gleich ihrer partiellen Ableitung nach y. Wir er- 
halten daher aus der Gleichung für cos ф die Beziehung: 


af af afa 
dg wë 1 ( of _ д{[дхдтду ir) 


do, w!\ блду да w 
ЕО О oe OE 
~ w? e E A SS 3) d 
so daß: х 
af дзү 
dp ` ëlogn or да? ду? 
dao б Ze wei ` 


Der obige Ausdruck für = ergibt: 


of бү ач, дй 
1 w да Los: di ш) + ðlogw Öf даз zu ; 


ET: w ds, w да Ig w? 
ду 
Aber: 
1 öfdlogw , dlogw і 4 Stoen + орош) ies 
ю д0 ds, да w? dzos да ду ду да 
Е 
© ж ду ds 
Daher, wie oben gefunden: 
1  dlgw 
°з ds, 
= 
Anwendungen. 


1. Parallele Kurven. Die Schar т = const. besteht aus parallelen 


Kurven, wenn die Schar ihrer orthogonalen Trajektorien aus geraden 
Linien besteht, wenn also 2 verschwindet. Die hierzu nötige Be- 
dingung: 

11* 
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en 
Я wa ©) 
о x 
= дь of дш Af _ 


да ду ду da 
verlangt entweder, da zwischen w und f eine Gleichung besteht, 
oder, daß w konstant ist. 

Im letzteren Falle läßt sich die geometrische Bedeutung von f 

leicht angeben. Sind nämlich: 

2 == 0\(5), У = (8) 
die Gleichungen einer Kurve mit der Bogenlänge s, во wird die Schar 
ihrer Parallelkurven durch die Gleichungen: 

ep — hg, Y = 9 + Aal 

dargestellt. Aus den Beziehungen: 

дх дз , д= дһ 


Isda t Ihia 1 
ду ðs |, ду дһ o 
Ze Ze" ëhëe ? 
oder: 
: ; bi Әһ 
Jı (1—2) – 2 zb 
1 h\ 28 Oh ` 
9% (1 — e ла gesi 
folgt: 
oh 
Prog 
Aus den Beziehungen: 
да дз , да дһ 0 
дз ду ` ду ? 
ду ðs , ду дһ 
9: 85 Оду 7? 
oder: 
А h\ д8 дъ 
9 (1-99 Эй О» 
! h\ дв д ` 
ren 
folgt: 
Bar "Ai 
Jy 1? e 


somit haben wir: 
Oh\2 Oh\? 
(б) +( у= 1 
Wenn а]во (+ (2) = 1, so bedeutet f die Maßzahl der 


Bogenlänge der orthogonalen Trajektorien der Kurven 
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of 


t= const; wenn (A+ +( ү =¢, жо с eine Konstante be- 
у 
zeichnet, so bedeutet f diese Maßzahl multipliziert mit с, 
Setzen wir z.B. die Gleichung der Schar aller Kreise, deren Mittel- 
punkt mit dem Koordinatenanfangspunkt zusammenfällt, in die Form: 
х? + y? — r?= 0, во ist f(x,y) = 2? + y? und r=r?. Zwischen fund w 
besteht die Gleichung: 4{%— и? 0. Setzen wir aber die Gleichung 
der betrachteten Kreisschar in die Form: Ye + y?— ғ = 0, so wird 
т =r, und w= 1. 
2.Isotherme Kurven. Wir suchen die Aufgabe der sogenannten 
winkeltreuen Abbildung einer Ebene auf eine zweite zu lösen. 


Die Gleichungen: 
тж==[,(Ьт), у= f(t r) 


mögen eine eindeutige Abbildung eines Teiles der (ż,t)-Ebene auf 
einen Teil der xy-Ebene darstellen. Einer Kurve im ersten Teil 
entspricht dann eine Kurve im zweiten. Zieht man durch einen 
Punkt (фт) im ersten Teil zwei beliebig gewählte Kurven, so kann 
man fragen, unter welcher Bedingung der Schnittwinkel beider Kurven 
dem Schnittwinkel ihrer Bildkurven in der xy-Ebene gleich ist. Dabei 
sollen aber diejenigen Punkte (t, т) anngeschlössen werden, für die die 
Ableitungen ke CH oder die Ableitungen = 5 gleichzeitig ver- 
schwinden. ү wir durch den Punkt (t,t) eine Kurve mit den 
Gleichungen: 
t=h(u), т=һ(и), 

so bildet die dem wachsenden и entsprechende Halbtangente der Kurve 
mit der positiven i-Achse einen Winkel a, für den: 


һ,' (и) 3 . һ,' (и) 
— › singa ; 
HN (u)? FAN (u)? (ACEN AC 
die entsprechende Halbtangente der Bildkurve bildet mit der positiven 
x-Achse einen Winkel «, für den: 


сова = 


д Bes д ПИ 
Er CX SA | Zut 

боз & = —, 8П = en ЫРАҢ 

VE F2 Fh, h, F 0h? VEn FF h hF Gh, 


Legen wir durch den Punkt (f,r) eine zweite Kurve mit den 
Gleichungen: 
(Ai hit 


so bildet ihre dem wachsendem v entsprechende Halbtangente mit 
der t-Achse einen Winkel b, für den: 


DN A A 
Т sed sın b анус те 
Уһ "TN? Уһ, "EA? 


cos b = 


www.rcin.org.pl 


166 Erster Teil. Ebene Kurven. 


Die entsprechende Halbtangente der Bildkurve bildet mit der 
positiven x-Achse einen Winkel ß, für den: 


ai SA ы 


соз В = — ——› 8р В = =» 
В VER F 2E h hi F Għ" В VER Еһ + Gh 
Damit die beiden Schnittwinkel einander gleich sein sollen, muß 
entweder b — a = В — «, oder b — a = « — В sein, also stets muß 
cos (b — а) = cos (В — а) sein. Dies ergibt: 
ENN +F (luh! +h h’) + б, E N 
УЕЋ F 2 Fh h4 Gh, VER, F2 Fh, hi Fah? Vm Fh’ Vh Fh? 


Diese Beziehung soll bei beliebiger Wahl der beiden Kurven in 
der t,r-Ebene, somit bei beliebiger Wahl der Zahlen h,', AN, AN. A 
bestehen, wobei natürlich das gleichzeitige Verschwinden von A und 
h,', oder h,’ und h,' ausgeschlossen ist. Nehmen wir h'=0, A = 0, 
so liegt die Tangente der ersten Kurve parallel der ż-Achse, die der 
zweiten parallel der r-Achse. Unsere Beziehung ergibt, daß F ver- 
schwinden muß. Nehmen wir jetzt die beiden Zahlen №,!, A als von 
Null verschieden, aber h,' als verschwindend an, so folgt: 


| Еһ'һ,!' І h, IA ` 
VEh' + Gh, ? VEh,'* У MER? "аА rg 


Dies ergibt: E = G. 
Man nennt eine Kurvenschar t = const., die sich durch Gleichungen 


von der Form: 
% = filt, 2), у= GO т) 


so darstellen läßt, daß E= G und '=0 eine isotherme Schar, 
weil die Aufgabe, in einer in stationärem Wärmezustand befindlichen 
Platte die Kurven gleicher Temperatur zu bestimmen, zuerst auf 
solche Scharen geführt hat. (G. Lame, Leçons sur les coordonnées 
ceurvilignes et leurs diverses applications. Paris. б 31.) 

Es ist nun unsere Aufgabe, die gefundene Bedingung in eine 
solche Form zu setzen, daß sie unabhängig wird von der Art der 
analytischen Darstellung der Schar, daß sie also auch anwendbar ist, 
wenn die Schar т = const. durch eine Gleichung von der Form 
f(z, Y, т) = 0, oder durch zwei Gleichungen z = GIG т), у = f(t, т) ge- 
geben ist, wo die Kurven Ї = const., т = const. sich nicht unter 
rechten Winkeln schneiden. Zu diesem Zweck bemerken wir, daß die 
Gleichungen (5) des §20 S. 116 unter Berücksichtigung der Gleichungen (2) 


desselben Paragraphen für F= 0, oder was dasselbe ist, ф =F die 


Gestalt annehmen: 
E dlgVG 1 


3 - 
ds, о, ds, о, 
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Im angenommenen Fall ist aber VE = УС und: 


dlegVE _ 1 ae VE, ðlg VE 1 ölgVE 
da, VE % ds, VE д 


Unsere Gleichungen erhalten somit die Gestalt: 


„5 а 
ER. 1 КЕ? М1 
des age ӨР "Zë" 
d. h.: 
а 
NEE RR 
ot дт 


d- d 3. 
о, 0 
ds, ds, 


In dieser Form ist die Bedingung stets anwendbar. 

Nehmen wir z.B. die Schar т = const. als durch eine Gleichung 
von der Form f(x,y)=r gegeben an, so erhält unsere Bedingung 
die Gestalt: М 

д?р EM: 


d'op й да?" дуї _ d'logw. 
ds,ds, ds w ав, ds 


Man hat nach $ 24 S. 140: 


d'logw d’logw 1 dlogw 1 dlogw_ 


ds, ds, dada ор 208 оь 48, 


Die rechte Seite dieser Gleichung zeigt sich, wenn man die für = апд 
1 


2 gefundenen Werte einsetzt, gleich: 
2 


f zarf. 
dlogw да? T ду? 
EA ER w : 
Aber: 
eh er of д? 
dlogw да? ` ду? d бегу d да? ду? 
тав ао Fe Ges 0 аз, ТЫРУ 


so daß unsere Bedingung sich auch in der Form: 
EN? Gär 

d да? F Iy 

ds, 8 y 


schreiben läßt. 
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Man pflegt: 
М УГЕЧИ 
+ ar =4Af, 


of De 
G) + @) ar 
zu setzen und nach dem Vorgange Lame’s 4,f den ersten, 4f den 


zweiten Differentialparameter zu nennen. Bei dieser Bezeichnung 
gewinnt unsere Bedingung die Form: 


дт д Af Za 


Dies erfordert, daß entweder 4,f verschwindet, oder daß d 
eine Funktion von f sei, wobei der Fall, daß 54 eine Konstante ist, 
1 


4,7 


nicht ausgeschlossen werden soll. Wenn 2, eine Funktion, sagen 


wir g(f), von f ist, so läßt sich eine Funktion p(f) von f finden, für 
die 4,9 verschwindet. Wir setzen nämlich zunächst: 


wn Jang 
und sodann: 
af 
к= AV в, 
wo A und B willkürliche Konstante bedeuten. 
Jetzt ergibt sich: 

ду) А2Г дә AD, 

дж h ie ду Ћду, 
0 AN AE 
9а "Af Zant D'A h да? 


aaf 
(ЖА Үе Iden бЭ 


A 


Man nennt die Funktion ф den thermometrischen Parameter. 
Als Beispiel betrachten wir die durch Gleichungen: 


somit: 


Bern, = Жр 


festgelegte Parabelschar т = const. Die Elimination von ż liefert: 
т* -- т?л = = 
а. Ь. 
= Буа? + у = 21°. 
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Hier ergibt sich: 


ie р > SEEN ON EHEN, 
да Veit ду үзї+у* 
Га EN Ee, 
Ger ` (stay Gas (VEF 
somit: 
A == 2 1 агт En = RE 
| ( vers 4f Уху. 


Af 1 1 


АР (афу у) 2f 


Um den thermometrischen Parameter zu bestimmen, bedenken 
wir, daß gegenwärtig: 


1 
Dadurch wird: 


d «(аг = сүү, 


und: 
RT en +B=24Ayf+B. 
Mit Hilfe der Bedingung: 
P d 
e 
аза a8; 


kann man leicht zeigen, daß jede Schar von Isogonalkurven 
einer isothermen Schar ebenfalls isotherm ist. 

Wir nennen wie im $ 24 5.143 den konstanten Schnittwinkel, unter 
dem die gegebenen Isogonalkurven die isothermen Kurven schneiden, ф. 
Bei Anwendung der daselbst für Я und 3, aufgestellten Ausdrücke 


und der für die Ableitungen nach den Bogenlängen s und a gefun- 
denen Definition ergibt sich: 


d 4-- d. а aż 
——— == 1 — Zë EH 
Fr совр {соз p де sin Es | + sin ф [сов p z sin g 78) 
а, 15 - а 2. d až 
Е. Ge х s 1 ёа 

Zar np [sin p С t+ cos ф de, | + cos p|sin Фф Za, + совф Ca |, 
somit: 

d д. d = "д r 

0 СИЕ ЛЫ E 

ds ds’ ds, ds, 
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d d d = d ZS d 2 
Wenn also —*: _ —® verschwindet, so verschwindet auch — ——©, 
ds, ds, ds ds 


und die Isogonalkurven sind isotherm. 
Bemerkung. Es gibt zwei Arten von winkeltreuer Abbildung. 
Nehmen wir nämlich eine isotherme Schar т = const. als durch de 


Gleichungen: 
z= (ьт), у= (т) 
festgelegt an, mit den Bedingungen Е = G, F = 0, so können wir die 
Bedingung F = 0 durch die Gleichungen: 
E рае у 


dt дт д дт 


ersetzen. Die Bedingung E = G erfordert sodann, daß A? gleich Eins 
sei. Nun ist (vgl. 8. 165): 


sin (В — а) = EEE - sin (b — а). 


Wir erhalten daher für 4 = 1: 


sin ($ — «) = sin (b — а), 
für 2 = — 1: 
sin (В — а) = — sin (b — a). 


Denken wir uns den Winkel b — a durch eine positive Drekung 
in der ё т-Еђепе gemessen, so entspricht ihm in der 2, y-Ebene im 
ersten Fall ein durch positive Drehung, im zweiten Fall ein darch 
negative Drehung zu messender Winkel von gleicher Größe. Die 
Kurvenscharen # = const, т = const. in der x,4-Ebene, welche dem 
zweiten Fall entsprechen, werden durch Spiegelung an der x- Achse 
aus den Kurvenscharen erhalten, die dem ersten Fall entsprechen. 
Im ersten Fall nennt man die Abbildung schlechthin winkelireu 
oder winkeltreu mit Erhaltung der Winkel, im letzten Fall 
nennt man sie winkeltreu mit Umlegung der Winkel. Anstatt 
des Wortes winkeltreu ist auch das Wort konform in Gebrauch. 

Genau genommen sind die Benennungen winkeltreu mit Er- 
haltung oder mit Umlegung der Winkel nur dann gerecht- 
fertigt, wenn die x,y-Ebene der ?,r parallel ist und die positiven 
Drehungsrichtungen in beiden Ebenen dieselben sind. 

П. Es sei eine einfach unendliche Kurvenschar durch eine 
Differentialgleichung erster Ordnung von der Form: 


0 (®,у) х — dy = 0 


festgelegt. Die Richtungskosinus der positiven, d. h. einem waclsen- 
den z entsprechenden Halbtangenten werden hier durch die Gleichungen: 
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ах 1 ау _ ap 


= — a En се 
ds, ЖЕТ ds, (WEI 
bestimmt; denn die їп Rede stehenden Halbtangenten bilden mit der 
positiven x-Achse Winkel, deren Kosinus positiv ausfallen. 
Die Definitionsgleichung für die Ableitungen nach der Bogen- 
länge s, nimmt hier die Form an: 


аг дї 


аѓба, y) _ ze" ду“ 
ds Yıry 
Die Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien der 
Schar ist: de +ýdy=0. 


Die Richtungskosinus derjenigen ihrer Halbtangenten, welche 
durch positive Drehungen von der Größe S aus den positiven Halb- 
tangenten der vorigen Schar erhalten werden, sind: 

dp _ -—-Y dy 1 
da VIe fa үрү" 

Die Definitionsgleichung für die Ableitungen nach der Bogen- 

länge s, besitzt somit die Gestalt: 


ôf of 
ашу) _ Zt y 
ds, (EDM 


Um die Krümmung der Kurven der gegebenen Schar und die 
ihrer Orthogonalschar zu finden, berücksichtigen wir, daß: 


да да 

as -y 22 йу, 
ds? VILte (Vit?) 

дф Zo 
E SE МА e 
dei Vite Vite)? 

folglich ergibt sich: 
дл) дар дъ дар 


1 2=1+%ду 1 995 бу 
БЛД. ОНЫ: ОЕ УЕЛА. 20А, Se 
п (ИТФ) o Wire 
Die vorgelegte Schar besteht somit aus geraden Linien, 
wenn: 


дар да 
6x + än ` 0, 
sie besteht aus parallelen Kurven, wenn: 
да дар __ 
Ve 
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. А ka 1 1 Р Я 
Man kann die Ausdrücke für н und — auf eine sehr einfache 
e H - „2 . 
Form bringen, wenn man unter A einen integrierenden Faktor der 
Differentialform: 


4х4 ^4 доду 
ЖЕЧИ 
unter u einen solchen der Differentialform: 
082-09 
У1+%? 
versteht. Die Funktionen A und u genügen dann den Gleichungen: 
0 tn us 
утре (ут), 
0106 ш д log u дъ Om 
ðs ЇЇ? фу _ ?9т ду 
Vita’ (Из +°)° 


Wir erhalten daher: 


dlog 1 dlog u 1 
к= D == A 
ds, ГА ds, ER 


Wenn die gegebene Differentialgleichung eine Isothermenschar 
bestimmt, so entsteht die Aufgabe, die Koordinaten x und y als 
Funktionen von zwei solchen Parametern ¢ uns т darzustellen, daß 
E= G, F=0 wird. Um dieselbe zu lösen, setzen wir: 

de + рау Фах ау ` 
A -= = dp 
te m Рут 


Aus den Gleichungen: 


рош др dy ` 1, 


дадр ` Ou dn 
2002. 00092 
да др дудр ? 
дрдх , др ду 0 
0209 0у 07 ‚ 


да д= , 09 ду ` 1 
д2 09 ` ду д9 


ergibt sich: 


du due ER 2 
р 1Vite др ЖО? 
dp ` ah ду —1 


EE | = en 
дда Kita да иу1+ 1р? 
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Da wir A und u als positive Funktionen von & und y annehmen 
dürfen, erhalten wir, wenn: 


dai, үду\2 ` Cou, (Cam 
Es ш (ар) = ( S ie ei et 
=” 1 Ess 1 
ҮЕ, = zA y ge 
Die Ableitungen nach den Bogenlängen s, und s, können hiernach 
auch durch die Gleichungen: 


um _ 1058 4б) wë 


ds, др ds, 29 


gesetzt wird: 


definiert werden. 
Die zuletzt für > und 2 gefundenen Gleichungen gehen über 


in die folgenden: 


ôq ко, Cp Lo, 
daher hat man: 
1 
logt _ 1 о, _ 1 Dlogu 
дрдд u др ио, др 
Wi 
д° log u ATA 1 21051 
opoq 2 0q 20, 04 
oder: 
ДШ 
0?log 2 en 1 


Opdg Au ds, шоо, 


0? log и Al а, 1 
opdq Au ds, Ано, о, 


Wenn die gegebene Differentialgleichung eine Isothermenschar 
festlegt, werden die rechten Seiten der letzten beiden Gleichungen 
einander gleich, und es folgt: 


0? oe $ 
"e T 
d.h Z ist das Produkt einer Funktion von p allein mit einer solchen 


von q allein. Setzen wir: 


1 pÀ 


u Ф,(р) 


5ф\(р) = шф» (9). 


H 


so ist: 


www.rcin.org.pl 


174 Erster Teil. Ebene Kurven. 


Aber 4%, (р) ist ein integrierender Faktor der Differentialform: 
da + ody, 
(EHM 
иф,(ф) ist ein solcher der Differentialform: 
Ur, 
Vito 
Wir können also sagen, daß die Bedingung für eine Isothermen- 
schar darin besteht, daß die Differentialformen ydg — dy und de + ydy 
einen gemeinschaftlichen integrierenden Faktor besitzen. Nehmen wir 


denselben in der Form ————› во können wir die partiellen Ab- 


leitungen von v den Gleichungen (1) entnehmen, wenn wir in ihnen 
А und и gleich v setzen. Dadurch ergibt sich: 


9% Cé 
(2) ô log v ду ölgv dx 
дд їр" ду "te 
dh 
Cap ар 
ПСА 
A = e“ tapi 


Es gibt also, abgesehen von einer multiplikativen Konstanten, nur 
einen den betrachteten Differentialgleichungen gemeinschaftlichen 
integrierenden Faktor, und dieser wird durch die Integration eines 
Differentials einer Funktion von zwei Veränderlichen erhalten. Man 
sieht auch leicht, daß die Bedingung: 


1 
d d > 
С #0 
ds, ds, 


gleichbedeutend ist mit der Forderung, daß die Differentialform: 
— т „es Уау 
КЕТТ 1+ лр? 


ein Differential sei. 
Setzen wir, unter v den obigen Wert verstehend: 


ee, „ансы, 


BEE т 
Vi+y? ИЛЕТ: і 
dt+ wydr ydt— dr 


»yirw 97 утре 
und es liegt, wenn x und y durch £ und т ausgedrückt werden, eine 
winkeltreue Abbildung mit Umlegung der Winkel vor. 


so kommt: 
dt = 
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Setzen wir aber: 
аа ш 6942145 
Vie (EE 
so liegt, wenn ж und y durch ¿ und т ausgedrückt werden, eine 
winkeltreue Abbildung mit Erhaltung der Winkel vor. 
Sowohl ¢ wie т ist ein thermometrischer Parameter, da: 
EN? 
да " guf 


= йт, 


EN EN 
да* ду? 


= 0. 


= 0) 


827. Zur Theorie дег infinitesimalen Transformationen. 


Will man eine durch eine Gleichung von der Form: 


gegebene Kurvenschar т = const. durch eine Differentialgleichung dar- 
stellen, so bildet man den Ausdruck: 


df, т) 
да 
und setzt in ihn den der Gleichung (1) entuommenen Ausdruck von т 


als Funktion von x und у ein. So entsteht eine Beziehung von der 
Form: 


TR y). 


Gewöhnlich schreibt man hier © Pr = statt ai Wollte man aber die 
Benutzung von „2“ zum Zeichen einer РМ Differentiation folge- 
richtig dën so müßte А geschrieben werden. Doch wollen 


wir in einer rein formalen Sache nicht gegen den Strom schwimmen 
und die gewöhnlichen Bezeichnungen beibehalten. Wir nennen т wie 
früher einen Parameter; die gebräuchliche Bezeichnung willkür- 
liche Konstante ist ungenau, da т nichts weniger als konstant ist, 
sondern sich von Kurve zu Kurve ändert. 


Stellen wir aber eine Schar т = const. durch zwei Gleichungen 
von der Form: 


(2) s= [\(#,т), у= %(#,т) 
dar, deren Lösungen nach # und т durch: 


0 == ACA y), r= Ф, (2,9) 


dargestellt seien, so werden der Schar т = const. zwei Differential- 
gleichungen, nämlich: 
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де DG, & (т, Y), 


ду (Ei 

28 Ce gie, y) 
zugeordnet, wobei die oben benutzte Funktion d hier durch S ver- 
treten wird, so daß ах — ¿dy = 0 die Differentialgleichung der 
Schar т = const. darstellt. 

Im allgemeinen ändern sich die zugeordneten Differentialgleichungen, 

wenn wir die Hilfsschar 9 == const. durch eine andere ersetzen. Um 
diese Änderung zu bestimmen, nehmen wir: 


8 = sehr), 


ж = Elei 9,7), у= ler, ll 
wird. Aus der Gleichung: 


wodurch: 


EH y) z. D BEI ai 


ergibt sich die Zahl # als eine Funktion Ф, (2,0) von x und y. Jetzt 
erhalten wir: 


Se SOS, о z = (е), 
т= Ф, TS 


ot ôt ot 


Damit wir dieselben zugeordneten Differentialgleichungen wie 
vorhin erhalten, muß: 
0д@,т) АЕ 
ot 


#(&т) =t + ф(т), 


wo ф(т) eine willkürlich zu wählende Funktion von т bedeutet. In’ 
der (#,r)-Ebene werden die Kurven # = const. durch Schiebung der 
einzelnen Kurve mit der Gleichung 9 = ф(т) längs der #-Achse er- 
halten; somit sind auch die Kurven ? = const. in дег &,y-Ebene durch 
eine einzelne Kurve bestimmt, die willkürlich gewählt werden kann, 
aber nicht mit einer Kurve т = const. zusammenfallen darf. 8. Lie faßt 
24 als eine unendlich kleine Größe auf, wonach Sot und 07 die unend- 
lich kleinen Zuwüchse von x und y darstellen, wenn der Punkt (2, у) 

auf der durch ihn hindurchgehenden Kurve т = const. um die Strecke 
VE +n? ôt verschoben wird. Alle Punkte einer Kurve t= const. gehen 
durch eine solche Verschiebung in die Punkte der der Kurve t = const. 

unendlich benachbarten Kurve {+ ôt = const. über. Eine derartige 
Verschiebung nennt Lie eine infinitesimale Transformation, und 
er faßt zwei Gleichungen wie die vorigen: 


sein, d.h. 
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д д 
ү 200,0), ia) 


als eine infinitesimale Transformation definierend auf. (Vgl. 
S. Lie, Vorlesungen über Differentialgleichungen mit bekannten in- 
finitesimalen Transformationen. Bearb. von G. Scheffers. Leipzig 1891.) 
Jedoch solehe mit unendlich kleinen, also unvorstellbaren, Größen 

zu vollziehende Konstruktionen sind nur als Notbehelf zu betrachten. 
Vorzuziehen ist die ebenfalls von Lie herrührende mechanische 
Deutung, bei der £ als das Maß der Zeit betrachtet wird. & und o sind 
dann Geschwindigkeitskomponenten, und dadurch, daß & und у als 
Funktionen von x und y bekannt sind, ist jedem Punkt (x, у) eine 
nach Größe und Richtung bestimmte Geschwindigkeit zugeordnet. 
Wenn wir nun eine nicht zur Schar т = const. gehörende, sonst aber 
beliebig gewählte, Kurve (с) als den Ort von Punkten zur Zeit £ auf- 
fassen, und sich die Punkte mit der vorgeschriebenen Geschwindig- 
keit weiterbewegen, so stellen sie in jedem Augenblick eine Kurve 


„der zu der Kurve (c) gehörenden Schar t = const. dar. 

= Umgekehrt kann man fragen, unter welchen Umständen eine 
Ё vorgelegte Differentialgleichung: 

-= 

Se die, dr — dy = 0 

„die Kurven einer mit den gegebenen Differentialgleichungen: 

= да д 

> К< уле. Els, Y), Er | (z, y) 

"yerträglichen Schar £ = const. als Integralkurven besitzt. Dies wird 
дег Fall sein, wenn längs jeder Integralkurve nur т, nicht £ sich ändert, 
8: h. wenn: 

©з de Du ` 

> ? дт Ze ` 0 


“ist. Die Gleichungen: 


3t dm, дїду 
Hat 


ôt ðx , деду 
да дт  дудт_ 


nehmen jetzt die Gestalt an: 


ot et 


дЕ et 
Ce вте 
во daß: 
0, сл PB 
Ze Ey-n ду "Sea 


v. Lilienthal, Differentialgeometrie. T, 


12 
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Die Differentialform: 
Фах — dy 
p-n 
muß somit ein Differential sein, oder auch, die Differentialform ydg — dy 


muß den integrierenden Faktor 2 besitzen. Diese Bedingung ist 


aber auch hinreichend; denn r. Ben, wenn sie erfüllt ist: 

var — dy = (by — n)dt, 

паз — Еду = 7 
setzen, wo wir unter A einen integrierenden Faktor der Differential- 
form dx — ëdy verstehen. Dann folgt: 


insta dér 5 апа 
КОТ з ег оиа, ровон: = за 
so аар: 
0x ду 
БШ é, е 
дк · ду 
V Tr — as 7O» 


was zu beweisen war. 

Zum Beispiel bilden parallele Kurven offenbar eine Schar t = const., 
wenn unter ¢ die Bogenlänge ihrer orthogonalen Trajektorien ver- 
standen wird. Hier erhält man: 


DEE al EE 


Ра Ne д1 ds, `. Mët: 
Die durch die Gleichung: 
adr — dy = 0 


gegebene Schar besteht somit aus parallelen Kurven, wenn die 
Differentialform: 


Die Forderung, daß der Ausdruck: 
vde— dy 
Eu 1 
ein Differential sei, nimmt ausgerechnet die Gestalt an: 


дт On 08 DÈ o дф du 
0x +( Fo ү — 72% Th 1. 
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Man kann nun einen Schritt weitergehen und statt einer einzelnen 
Kurve eine einfach unendliche Schar von Kurven von vornherein an- 
nehmen, sodann zu jeder von ihnen die zugehörige Schar t= const. 
konstruieren. Auf diese Weise erhält man eine doppelt unendliche 
Schar von Kurven mit der Eigenschaft, daß die zu jeder Einzelkurve 
der Schar gehörenden Kurven t = const. wieder der Schar angehören. 

Hier entsteht die Frage, unter welchen Umständen eine durch 
eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung bestimmte 
doppelt unendliche Kurvenschar die geschilderte Eigenschaft besitzt, 
oder, um mit Lie zu reden, die infinitesimale Transformation: 


m = (z, y), i = 1(2, y) 
gestattet. 
Zur Beantwortung dieser Frage haben wir die zu einer gegebenen 
Kurve gehörende Schar € = const. analytisch darzustellen. 
Aus den vorigen Gleichungen ergibt sich die Gleichung der 
Schar r = const. in der Form: 


und wir setzen wie oben: 
Al&dy — тах) = dr. 


Es sei nun P (£; Yọ) ein Punkt innerhalb des Bereichs, in dem 
die Funktion т von x und y endlich, eindeutig und stetig ist. Wir 
können den Punkt P, als den zu # = 0 gehörenden Punkt der durch 
ihn hindurchgehenden Kurve т = const. auffassen und erhalten für die 
Koordinaten der Punkte dieser Kurve in hinreichender Nähe des 
Punktes P, die Gleichungen: 


д д D 
ж = Lo + Eltos уу) + D ал EB маа 
У == Yo 
д д (e 
Y = Yo + glas Yo)t + DE +n =) gr 
У == ўо 


Betrachten wir hierin yọ als eine Funktion von x, und nehmen 
Yo = f(x) so stellen diese Gleichungen für ein konstantes x, eine Kurve 
т = const., für ein konstantes t bei veränderlichem x, eine Kurve 
t = const. dar. Eliminieren wir zu so entstehe: 


y = F(z, 0) 


als Gleichung derjenigen Schar t = const., die zu der durch die Gleichung 
жо = f(x) festgelegten Kurve gehört. Die letzte Beziehung ergebe: 


= Aa, Y) 
und, wenn dieser Ausdruck an Stelle von £ in die Gleichung: 


125 


www.rcin.org.pl 


180 Erster Teil. Ebene Kurven. 
ду _ дЕ(т,%) 
dn де 
eingesetzt wird, entstehe: 
д» 
GET EEGEN 


Wir fassen nun zwei Werte € und ¿+ 4t ins Auge, die beide 
dem Konvergenzbereich obiger Reihen angehören sollen. Dadurch, 
daß { um At wächst, gehe der Punkt P(x,y) auf. der durch ihn 
hindurchgehenden Kurve т = const. in den Punkt Р, (o, y,) über. Wir 
haben dann einerseits: 


ж, == ® + &(ж,у)4Ф.., = у-Е (ш, yd 
aber anderseits: 


= Fat + 4) = y+( Ggs + 


somit: 
Ee 
Ersetzen wir hier auf der rechten Seite £ durch A(x, у), so geht 
z in g über, und es folgt: 


дЕ 
n= 96+ (2), , 
Da aber: A 
2 F 
dy= 28 dæ + St dt, 
so ergibt sich: 


dh(x, у) = „ы LI Шы TA 


(б> I (SL 


ein integrierender Faktor der 


а. һ., wie oben gefunden, daB — Ei 


Differentialgleichung dy — gd = 0 ist. 
Wir denken uns nun eine einfach unendliche Kurvenschar durch 
eine Gleichung von der Form: 


Yo = (to, ш) 
gegeben. Die Entwicklungen: 


2 == t t (00, PtH o у = у + nl Mit 


stellen jetzt, wenn man x, und u als fest betrachtet, wiederum eine 
Kurve т = const. dar. Sieht man aber і als fest an, so stellen sie 
eine einfach unendliche Schar € = const. дат. Die Elimination von x, 


ergebe: 
y = F(q, ut), 


und hieraus folge: 
{ = h(x, Y, и). 
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Diesen Ausdruck von t setzen wir in die linke Seite der Gleichung: 


ду еу. ô F(x, u, t) 
й да 
ein. Dadurch entstehe: 
y' == UACA Y, u), 


und die Auflösung dieser Gleichung nach u ergebe: 
u = (ж, у, у”). 
Differenzieren wir die Gleichung y'= p, nach x, во folgt: 


дар, 


tey 
Sa dm F 


Ersetzen wir hierin u durch 1(2, y, y'), so möge die Beziehung: 


y" ES p(z, Y, у") 
erhalten werden, wo also: 


pla, у, y') = CL 3 (б) _ > 


Nun werde dem Parameter u ein bestimmter Wert beigelegt. 
Der Umstand, daß die zu der entsprechenden Kurve u = const. ge- 
hörenden Kurven t = const. mit den gegebenen Gleichungen: 


да ду ` 
ve am 


verträglich sein sollen, verlangt nach dem früheren, daß: 


On OR 20E 2%, 
Cha. G- ы vo? ду де Oh 


sei. Dies soll aber für jeden erlaubten Wert von u der Fall sein. 
Ersetzen wir u durch L(x, y, у), so geht pa in y' über, und wenn: 


on дё гад у 
rer ann 


gesetzt wird, erhalten wir: 


Get, 


Anderseits fanden wir: 


Ghat Kaf = p(z, y, y'), 


daher: 


CL — та SS GL — ЖЫ: 
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Die Gleichung: 
y'= vol, Y, и) 


o = (58), + (су), au: (би), A 


д, 
@®), МЕ 
Damit also die Integralkurven der Gleichung: 
уэ" = va, у, у!) 


aus Kurven ź = const. bestehen, muß die in den drei Veränder- 
lichen ж, у, у' gebildete Differentialform: 


(ug ту) аз + (ol — 80) у + (фу! — n) ду" 
die Eigenschaft haben, durch Multiplikation mit einer geeigneten 
Funktion von 2, у, у' in das Differential einer Funktion von 2, у, у! 


überzugehen. Die hierzu nötige Bedingung besteht, wenn wir ab- 
kürzend die Differentialform in der Gestalt: 


а,4® + ady + a,dy' 


schreiben, їп dem identischen Verschwinden des Ausdrucks: 


Er) 


Berücksichtigt man, daß: 
d d d 0 д ES a 0 
na з) nt sai Er обви, Sach 


ду 
д да, da, да, 
$ v Ga- 28) cb SE SC (&n'— 2° Sen 


so gewinnt unsere Bedingung die Form: 
=. u E др д _ 10% ut, s 
CC y yt m 


Sie stimmt überein mit der in dem oben er Ge von 
Lie-Scheffers S. 363 befindlichen Bedingung. 


liefert: 


oder: 
а1(2, y, y') = 


{ау — 29 SR =" de +15 7+9 ау). 
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ZWEITER TEIL. 
KURVEN IM RAUM. 


I. Die Umgebung eines gewöhnlichen Punktes. 


§ 1. Die Tangente, 


Beziehen wir die Punkte einer Kurve auf ein räumliches recht- 
winkliges Koordinatensystem, so werden jetzt die drei Koordinaten 
der Kurvenpunkte von einer Veränderlichen abhängen. Wir können 
daher zur Bestimmung einer Kurve im Raum drei Gleichungen von 


der Form: 
х= (0, у=һҺ@, 2= А00) 


benutzen. Die Funktionen /, (0), A(t), fs(t) sollen innerhalb eines 
Wertbereichs der Veränderlichen € eindeutig, stetig und für die Um- 
gebung (t + 4t) eines erlaubten Wertes von t nach ganzen positiven 
Potenzen von 4t entwickelbar sein. 

Die positiven Teile der Koordinatenachsen denken wir uns so ge- 
legen, daß ein auf dem Koordinatenanfangspunkt in der positiven 
z- Achse stehender und in die Richtung der positiven ж- Achse blickender 
Beobachter die positive y-Achse zur Linken hat. 

Unter einem gewöhnlichen Punkt der Abbildung der 
Raumkurve auf die t-Gerade oder kürzer unter einem ge- 
wöhnlichen Punkt verstehen wir einen Kurvenpunkt, der zu einem 
solchen Wert von £ gehört, für den weder die ersten Ableitungen: 


KO 50), BO 

noch die drei Determinanten: 
GONG, GOIN O, Nu ID Eé 
zugleich verschwinden, und für den die Determinante: 

по ku bk 

ПО O Su 

| AO SE fs (t) 

von Null verschieden ist. Die Bedeutung dieser Voraussetzungen 
wird im folgenden erhellen. Wir behandeln im Abschnitt I die 


wichtigeren Fragen hinsichtlich eines Kurvenstücks, in dem nur ge- 
wöhnliche Punkte vorkommen. 
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Ziehen wir von dem Punkt (f) aus durch den Punkt mit den 
Koordinaten: 
2+ 42= (4+ A), y+ 4у= (0+ A), 2+ д2= (+ At) 
eine Halbgerade, so werden die Kosinus der Winkel el ß', al, die sie 
mit den positiven Teilen der x, y, z-Achse bildet, durch die Gleichungen 
bestimmt: 


' EE ! Ay 
сово = —— =, сов =-———————=› 
уда + 20° + 22° уд + ду 42? 
cos Al = 2 


}/4ж*-+ 251281 

wo die Quadratwurzel, wie stets im folgenden, eine positive Zahl 
vorstellen soll. Da die drei Ableitungen [;'(#), 7, (0), Gr nicht zu- 
gleich verschwinden, erhält man: 


ehr © 


[Д 
cos а! = Ды шш ++ т, 21, соз В! = ——— +m, At 
VER @* i УХТ" р 
сов р! — EI _ ECH + mdt. 
VERO a 


Hier ist unter & die positive oder negative Einheit verstanden, 
je nachdem 4t positiv oder negativ ist. Beim Übergang zu 4t = 0 
erhalten wir zwei in derselben Geraden (Tangente) liegende Halb- 
geraden (Halbtangenten). Unter der positiven Halbtangente 
soll diejenige verstanden werden, die sich ergibt, wenn man mit einem 
positiven 21 zur Null übergeht. Sie entspricht einem wachsenden ? 
und dem Wert ғ = +1. 

Bezeichnen wir mit о, 8, у die Kosinus der Winkel, welche die 
positive Halbtangente mit den positiven Teilen der Koordinatenachsen 
bildet, so folgt: 

Ee E Ce Ee kb Er 
Ух)? VE? УХЛ 0* 

Die drei Ableitungen CO. GO, GO) können nicht für alle 
Werte von ? verschwinden, wenn die grundlegenden Gleichungen eine 
Kurve und nicht einen Punkt darstellen. Aber auch ein und dieselbe 
dieser Ableitungen kann nicht beständig gleich Null sein, ohne daß 
die Kurve in einer zu einer Koordinatenebene parallelen Ebene ge- 
legen wäre. Dann hätten wir es mit einer ebenen Kurve zu tun und 
könnten nach der früheren Methode die Untersuchung ausführen. 

Die Bogenlänge s der Kurve rechnen wir von einem beliebig 
angenommenen Kurvenpunkt (t= ż) ап und wollen sie als mit 
wachsendem їі wachsend ansehen. Dann haben wir: 


а УПО UEL RE = v, 
s= fwdt. 
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Betrachten wir die Koordinaten т, у, 2 als Funktionen von s, so 
wenden wir die Bezeichnungen an: 


m == ONE, y=9(8), Z = (8), 


so daß: 
da ! 1 dx 
ge nr р? 
do = Kai da ах ат 
d’x dt? dt dt dt dt? 
ES "= ду! (з) = — Sg › usf. 


Die Voraussetzung, даб w von Null verschieden ist, bedingt, daß 
keine Ableitung einer Koordinate nach s unendlich groß werden kann. 

Da es für das Verständnis der Differentialgeometrie von der 
höchsten Wichtigkeit ist, daß man nicht in den Formeln stecken 
bleibe, sondern sich die durch die Formeln bestimmten geometrischen 
Verhältnisse klar mache, will ich das über Tangente und Bogenlänge 
Gesagte an zwei einfachen Beispielen erläutern. 

1. Die gewöhnliche Schraubenlinie Wir denken uns eine 
feste Gerade (L), und in ihr einen beweglichen Punkt (A). Von 
diesem Punkte aus ziehen wir senkrecht zu (Г) eine Halbgerade und 
nehmen in ihr einen festen Punkt (Б) an. Wenn sich nun die Halb- 
gerade so bewegt, daß sie stets zur Geraden (L) senkrecht bleibt, 
während das vom Punkte (A) beschriebene Stück stets proportional 
dem Drehungswinkel, d.h. dem Winkel zwischen der Halbgeraden 
und ihrer Anfangslage, bleibt, so sagt man, die Halbgerade führe 
um die Achse (L) eine Schraubenbewegung aus. Der Punkt В, 
ebenso jeder andere Punkt der Halbgeraden, beschreibt dabei eine 
gewöhnliche Schraubenlinie. Das konstante Verhältnis der Steig- 
höhe zum Drehungswinkel wird der Parameter der Schraubung 
genannt. Denken wir uns einen Beobachter so in der Achse stehend, daß 
die Bewegung des Punktes A in der Richtung von seinen Füßen nach 
seinem Kopf hin erfolgt, so sind, wenn der Beobachter immer geradeaus 
nach dem Punkte Bhinsieht, zwei Fälle möglich. Im ersten Fall muß der 
Beobachter, um der Bewegung des Punktes B zu folgen, eine Linksum- 
Wendung ausführen, im zweiten Falle eine Rechtsum-Wendung. Von 
dieser Betrachtung aus ist es gerechtfertigt, wenn man im ersten 
Fall die Schraubenlinie linksgewunden, im zweiten rechtsgewunden 
nennt. Die Schraubenlinie liegt auf einem Kreiszylinder. Denken 
wir uns einen Beobachter parallel dem vorigen außerhalb des Kreis- 
zylinders stehen und geradeaus einen Punkt der Schraubenlinie an- 
blicken, so erscheint sie im ersten Fall sich nach rechts hin an dem 
Zylinder hinauf-, nach links hin sieh an ihm herunterwindend, im 
zweiten Fall nach links hin sich am Zylinder hinauf-, nach rechts hin 
sich an ihm hinunterwindend. Diese Betrachtung rechtfertigt die 


www.rcin.org.pl 


186 Zweiter Teil. Kurven im Raum. 


Bezeichnung rechtsgewundene Schraubenlinie im ersten Fall, links- 
gewundene im zweiten. Wir wollen diese Sprachweise im folgenden 
beibehalten. 

Die einfachste analytische Darstellung einer gewöhnlichen 
Schraubenlinie ist die folgende: Man nehme die Achse der Schrauben- 
bewegung zur z-Achse, die Anfangslage des Punktes A zum Koordi- 
natenanfangspunkt und lege die positive x-Achse durch die Anfangs- 
lage des Punktes B hindurch. Ist die Maßzahl der Strecke AB 
gleich p, und wird der Parameter der Schraubenbewegung mit д be- 
zeichnet, der Drehungswinkel mit €, so ergeben sich die Gleichungen 
der Schraubenlinie in der Form: 


а= р у=рашї, г=@ї 


Hier ist p positiv; q positiv oder negativ, je nachdem die Schrauben- 
linie rechts- oder linksgewunden ist. Man kann sich die Sachlage 
sehr einfach klar machen, wenn man sich parallel der positiven 
z-Achse, etwa im Punkte z = 2p, у = 0, 2 = 0 auf die x, y-Ebene 
stellt und nach dem Punkt z =p, у = 0, z = 0 hinsieht. Der einem 
von Null an wachsenden £ entsprechende Teil der Schraubenlinie 
steigt dann bei positivem q nach rechts hin am Zylinder hinauf, bei 
negativem g steigt er hinunter. 

Die Richtungskosinus der positiven Halbtangente im Punkte (£) 


sind: u ГЮ, o Pat 4 


== E Ee i == г 
Vito (CNN Vito 

Demnach ist der Winkel, den die positive Halbtangente тїї der 
positiven z- Achse bildet, konstant; er fällt kleiner oder größer wie 
ein Rechter aus, je nachdem die Schraubenlinie rechts oder links 
gewunden ist. 

Rechnen wir die Bogenlänge vom Punkte £= 0 an, so wird: 

з = ур? + 0, 
d.h. die Bogenlänge ist proportional dem Drehungswinkel. 

Die allgemeinste analytische Darstellung der gewöhnlichen 
Schraubenlinie ist die folgende. Die Richtungskosinus der von A 
durch B gehenden Halbgeraden in der Anfangslage seien с, В,, Yo 
die Richtungskosinus der Achse оз, ß,, уз, die Richtungskosinus einer 
zu beiden Geraden senkrechten Halbgeraden o, ß,, у. Wir betrachten 
diese Richtungskosinus als solche von drei zueinander senkrechten 
Halbgeraden, die den positiven Teilen der Koordinatenachsen homolog 
liegen, so daß: 


o В, Pı 
СА 6 |= 1. 
оз В уз 
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Die Gleichungen der Schraubenlinie werden jetzt, wenn noch 
die Koordinaten der Anfangslage des Punktes A mit ду, Yọ 2) be- 
zeichnet werden: 


2 = To + &,p cos t + a,psini+ a,gt, 
Y = Yt В,р cos t + Bap sin t+ Bgt, 
& = 2 + yp cos t + yap sin t + узі. 


Man hat häufig eine Schraubenlinie zu betrachten, die entsteht, 
wenn ein gegebener Punkt mit den Koordinaten 2 = 2,, Y = Y 2 = 2, 
eine Schraubenbewegung um die z-Achse ausführt. Da ergibt sich: 


zo=0, Mac 0, а= 23; р= Уз? +y, 


we Yı 
== = H an Fe = 0 
{ Veit Y’ В, Ve ty’? ш | 
eh =y Kai } 
——j = › an 
Va’+y°® Ps Их, ГЫ i 
оз = Ч, В. = 0, Bd 1, 


so daß für die Schraubenlinie die Gleiehungen bestehen: 
® = Жү Cos t — y, sin Ё, 
у = y, cos £ + z sin Ї, 
2=2 + @1. 
2. Die konische Spirale. (Vgl. Analytische Geometrie des 
Raumes von G. Salmon. Deutsch bearbeitet von W. Fiedler. II. Teil. 


Dritte Auflage. Leipzig 1880. S. 174.) 
Gegeben sei ein Kreiskegel mit der Gleichung: 


2 SES 
ай + y — = = 0. 
5 h 
Wir lösen diese Gleichung auf, indem wir setzen: 
2 = rt Cos p, у = тв сф, Ss Eh, 


Wenn wir Мег т und ф als Funktionen einer neuen Veränder- 
lichen ansehen, erhalten wir die Gleichungen einer auf dem Kegel 
gelegenen Kurve. Es sollen т und ф so als Funktionen der Bogen- 
länge s der Kurve bestimmt werden, daß die Kurve die Erzeugenden 
des Kegels unter konstantem Winkel schneidet. 

Die Richtungskosinus der durch den Punkt (x,y,z) gehenden 
Erzeugenden des Kegels sind: 


x _ созвф y _ sing g h 


т. үм иш! үл ya йг” 
dabei ist h wie т als positive Zahl gedacht; nur der obere Teil des 
Kegels (2> 0) soll betrachtet werden. 
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Bezeichnen wir den Kosinus des konstanten Schnittwinkels 
mit k, so erhalten wir als erste Bedingung: 


1 de cosp dr sin ф „dr Ў 
р" + вію ф 7, + = К, 
oder: ER Be 
ds үм 


Die Zahl k soll als positiv angesehen werden, so daß die Spirale 
rechts gewunden ist, und т mit s wächst. 


Schreibt man k, statt К und versteht unter A eine Inte- 
ЖЕНЫ 


grationskonstante, so wird: 


t=ks+1. 
Jetzt haben wir noch auszudrücken, daß s die Bogenlänge der 
Kurve bedeutet, alsc D = 1 ist. Dies liefert die Beziehung: 


z совр — e sing 32) + [sing + тсозф% Sall +ь(@ SE kb 


одет: 


don? 
k? + т? FA ebe Desch 
Setzen wir fest, daß s mit ф wachsen soll, so folgt: 


de _ V1- 
de kofa 
d.h. 


— 3 
Ф = үг: log (ks АЈ Фо 


wo p, eine Integrationskonstante bedeutet. 

Der Ausdruck für p zeigt, daß wir wieder eine zu k gehörende 
konische Spirale erhalten, weun wir p um eine beliebige Konstante 
vermehren, d. h. geometrisch, wenn wir die Kurve um die Achse des 
Kegels drehen. Er zeigt ferner, daß wir für 5 =Q nur dann einen 
endlichen Wert von ф erhalten, wenn A von Null verschieden ist. 
Diesen Nullpunkt wählen wir in dem Kreise, in welchem der Kegel 
von der Ebene mit der Gleichung 2=h geschnitten wird. Dann 
ergibt sich, da für die Punkte dieses Kreises т gleich 1 ist, für A der 
Wert Eins. Nehmen wir endlich 9, gleich Null, so ist p für 5 = 0 
gleich Null, d.h. die betrachtete Spirale geht durch den Punkt mit 
den Koordinaten z = 1, у = 0, 2 =h. 
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Danach ergeben sich die ЗА unserer Kurve їп der Form: 
æ = (kıs + 1) сов UH og (kıs + 1)), 


у = (k,s+1)sin (FE "log (kis + 1)), а =h (kis + 1). 


Für die senkrechte Projektion unserer Kurve auf die xy-Ebene 


findet man: 
En k? 3 
arctg 2 = ———— logya?+ y, 


und das ist die Gleichung einer кыа, Spirale. 

Durchlaufen wir die konische Spirale vom Punkte s=0 an in 
der Richtung des wachsenden s, wobei 2 wächst, so kommen wir 
nach jedem ganzen Umlauf um den Kegel zu der zu s=0 ge- 
hörenden Erzeugenden zurück. Die nach v Umläufen durchwanderte 
Bogenlänge ergibt sich aus der Gleichung: 


Gi log (k,s+1) = Zum, 


Durchlaufen wir aber unsere Kurve vom Punkte s = 0 an їп 
der Richtung des abnehmenden s, so bleibt s kleiner wie Null, und 
zu v Umläufen gebraucht man eine durch den absoluten Wert der 
negativen Zahl s zu berechnende Bogenlänge, die durch die Gleichung: 


ии log (1,5 + 1) = — ъл 
bestimmt wird. Der kleinste Wert, den s annehmen kann, ist, weil 


т als positiv angenommen wurde, gleich — Für ihn wird v un- 


= 
endlich. Da ihm aber geometrisch die Spitze des Kegels entspricht, 
so wird die endliche Bogenlänge т 2 zu unendlich vielen Umläufen 


vom Punkte s = 0 an bis zur Spitze des Kegels verbraucht. Diese 
Spitze ist für unsere Kurve ein singulärer Punkt; für seine Um- 
gebung ist eine Entwicklung von Дх und Ду nach ganzen oder 
gebrochenen Potenzen von 4s unmöglich. 


Unter der Voraussetzung, daß s > = sei, ergibt sich: 
g D g 


«== k cos p — yV 1 — k? вір ọ, 


В = k sin р + ү 1— k? cos g, 
y=kh. 


Die positiven Halbtangenten der konischen Spirale bilden hier- 
nach mit der positiven z-Achse einen konstanten Winkel. 
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8 2. Die Schmiegungsebene. 


So wie man einem Punkte einer Raumkurve eine bestimmte 
Gerade, die Tangente, zuordnen kann, kann man ihm auch eine be- 
stimmte Ebene, die Schmiegungsebene, zuordnen. Um dies genau 
durchführen zu können, ist eine Vorbetrachtung notwendig über die 
Bestimmung einer Ebene durch zwei von ein und demselben Punkt 
ausgehende Halbgeraden. 

Die eine Halbgerade (I) besitze die Richtungskosinus az, a,, a,, die 
andere Halbgerade (II) die Richtungskosinus bz, b,,b,. In der durch 
beide Halbgeraden bestimmten Ebene drehen wir die erste (1) so, daß 
sie auf dem kürzesten Wege, d. h. durch eine Drehung von der Größe 
p < хл, in die zweite (II) übergeht. Hierdurch ist in der Ebene eine be- 
stimmte Drehungsrichtung festgelegt. Wenn wir in dieser Richtung 


die erste Halbgerade (I) um den Winkel = 


einer Halbgeraden (ПТ) zusammen, deren Richtungskosinus mit 
bz, AN bezeichnet seien. Von dem gemeinsamen Punkt der Halb- 
geraden (Т) und (II) aus ziehen wir jetzt eine zu beiden Halbgeraden 
senkrechte Halbgerade (IV) mit den Richtungskosinus су, Cy, с, derart, 
daß das System der Halbgeraden (I), (ТП), (IV) homolog ist mit dem 
System der positiven Teile der Koordinatenachsen, daß also: 


drehen, so fällt sie mit 


а а, а; 
b: Бу O =l 
® G G 
ist. 

Die Ausdrücke A, AN, b, bestimmen sich aus den Gleichungen: 
Ebr az = 0, 
Zb, bs = sing, 
Zb? =1. 


Zur Befriedigung der beiden ersten setzen wir: 


by = 10, + ub,, 
und erhalten: 
2 + u cos o = 0, 


4 coso + u = sin p, 
d. h.: 


1 
mE cotg Ф Hr sing” 


und: 
ba! = — ootgp-a, + 


а 
мы ДЕ 
sinp 
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wodurch die dritte Gleichung von selbst erfüllt ist. Aus der obigen 
Determinantengleichung folgt dann: 


С. = а,б, — a,b, 


еа a,b,—a,b, 


віп ф 
a,b,—a,b, Ar a,b,— a,b, a,b,—b,a, 
WI ° уа) " Yı-8ab,)° 

Das Wesentliche besteht hier darin, daß im Nenner eine positive 
Zahl auftritt. 

Um zur Schmiegungsebene zu gelangen, betrachten wir für den 
zu (t) gehörenden Kurvenpunkt die positive Halbtangente als Halb- 
gerade (I), nehmen also а, = «, а, = В, а, = у; die von dem be- 
trachteten Kurvenpunkt aus durch den dem Werte t + АЁ ent- 
sprechenden Kurvenpunkt (x + Ae, y + Ду, 2 + 4z) verlaufende 
Halbgerade nehmen wir zur Halbgeraden (II), so daß, wenn: 


в = yVArRr+AP+42, 
folgt: 
=, A 


6 


I 
= 
Ki 

| 

| 
~ 


und: TEE 


УВ 22у Ду) + (0 28 а д2) (а Лу В 22) 
Man erhält: 


© 


1 (дуа dz d'y) 


мй уф Ce Ee — u. = H ... 

В 22 — у ЛУ = aaa аа) Fr 
1 [42 dier dad’: s 

у A2 — ade gel да är gellt 
_ 1 gdaed’?y ау а?х а 

«Ду— BAs = (ара ae ай) + 


Wir haben zu untersuchen, unter welchen Bedingungen wenigstens 
eine der rechts stehenden Reihen wirklich mit 207 und mit keiner 
höheren Potenz von 4t beginnt. Unter der Voraussetzung, daB die be- 
trachtete Kurve nicht in er Dhene gelegen sei, fanden wir, daß 

æ dy 
а аг 
Jede dieser Ableitungen kann also nur an getrennt liegenden Punkten 
verschwinden, folglich ist es möglich, einen Bereich für die Ver- 
änderliche £ so abzugrenzen, daß für Werte von £ innerhalb desselben 


keine der drei Ableitungen = beständig Null sein kann. 


weder 2 noch 25 Null wird. Bestände nun für alle diese {-Werte 


die Gleichung: 
dyd’z аг а?у 
а+4айп аа ` 
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so wäre sie gleichbedeutend mit der Beziehung: 


ds а?у 
dt? dt? 
e Lee 
dt dt 


oder: ee 
wenn m und n Konstante darstellen. Dies besagt, daß jedenfalls das 
dem abgegrenzten Wertbereich von і entsprechende Kurvenstück sich 
in einer Ebene befindet. Durch diese Überlegung ist gezeigt, daß 
keiner der drei obigen Koeffizienten von 27 längs eines Kurven- 
stücks verschwinden kann, wenn kein Teil der Kurve in einer Ebene 
liegt. Wohl aber können diese Koeffizienten einzeln oder zugleich 
an getrennt liegenden Punkten verschwinden. 

In den Ausdrücken für cz, су, с, hebt sich 207 im Zähler und 
Nenner fort; die Grenzwerte von Cz, Cy, Cs für 277 = 0 nennen wir der 
Reihe nach A, u,v und haben: 


dyd’z dz а?у de а daxd’z 


dt dt? dt dt? dt dt? dt di 


/dyd’z dz а?у er dy ас de d'y? 

VSG- TT) VCR- 19) 

ахау dude 
Sec dt dt? dt dt? E 

y ау ас dz d'an? 
> аё dt 2и) 

Diese Grenzwerte ergeben sich, sei es, daß man mit einem 
positiven oder mit einem negativen At zur Grenze Null übergeht. 

Die gefundene Halbgerade liegt in einer Normale der be- 
trachteten Kurve, да Aa+uß-+vy=0. Diese Normale soll die 
Binormale der Kurve heißen, die Halbgerade selbst ihr positiver 
Teil. Diejenige Normale der Kurve, die senkrecht zur Tangente 
und Binormale ist, soll die Hauptnormale der Kurve heißen. Wir 
bestimmen ihren positiven Teil so, daß die positiven Teile der Tan- 
gente, der Haupt- und Binormale den positiven Teilen der 2, у, z- Achse 
homolog liegen. Werden die Richtungskosinus der positiven Haupt- 
normale mit 7, m, n bezeichnet, so muß hiernach: 


д = 


« В у 
Imn—]| 
A u v 


sein, d.h. es wird: 


1= уш Dä, m=a«v— yl, п = ВА — «u, 
oder: 
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а?а dai danıdad’z 
ae > (ar) dt dt dt? 
3 
"Уз VHS dyd’z de ауу? 
De) "SE dt dt? dt zl 


а?у daj?’ du dx d’x 
dt? El dt dt dt? 


H 
dam? dyd’z аг ау? 
Va HS (27 а ағ Ji) 
а 2 da de ах din 
SZ SI — dr dt а > 
td "ҮЎ( dy d'z dz dën 
(CES = dt dt? dt SH) 

Ebenso wie wir einem Kurvenpunkt drei ausgezeichnete Gerade 
zuordneten, ordnen wir ihm auch drei ausgezeichnete, durch ihn 
hindurchgehende Ebenen zu, und zwar 1. die Normalebene senk- 
recht zur Tangente, 2. die Schmiegungsebene (auch Oskulations- 
ebene genannt) senkrecht zur Binormale, 3. die rektifizierende 


Ebene senkrecht zur Hauptnormale. Die Gleichungen dieser drei 
Ebenen sind der Reihe nach: 


(2 — 2) + (7—0) + (2 – 2)у = 0 
(2—2) + (y'—y)u + (2—2) о = 0 
(27 —x)l + (у – у) т + (2 —– 2) п = 0 

Die positiven Teile der Tangente und der Haupt- und Binormale 
zusammen bilden, wie man sagt, das bewegliche oder begleitende 
Dreikant für die Kurve. 

Die Koordinaten eines Punktes hinsichtlich des begleitenden 
Dreikants sollen mit &, у, & bezeichnet werden. Dann bestehen 
zwischen den Koordinaten 27, у, 2 eines beliebigen Punktes in bezug 
auf das feste Koordinatensystem und seinen Koordinaten &, ү, ё in 
bezug auf das begleitende Dreikant die Beziehungen: 

2 == + ёс + і +64, 
y =y +B + т и, 
2 = г + éy + пи + б, 


СД Оа + СЕ 
= (x — 2)1 + (у —у)т + (2—2) ә, 
= (2 аА + (у у) + (2 – г)» 

Wir stellen noch die Ausdrücke für die gefundenen Richtungs- 
kosinus unter der Voraussetzung auf, daß die Koordinaten =, у, als 
Funktionen der Bogenlänge s betrachtet sind. 

v, Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 13 
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Beachtet man, daß: 
1 [ауаг dz а?у 
0) (8) (6) — (0) (8) = [ар ан — аан! 


2 (б. (5) 0з (8) -— 85 (5) ot = 29, (5)# 29," (SF — (29,'(s) ЖО) 
= 20," Leit, 


so folgt: 


Dat д‹' (5), В = 0» (5), hS 98 (5), 
_ I éi re et g”), 
VZg "o ДОШ Volet ү Zoe" 
Mm 9' (8) 0 '(8) — 93 (8) 0' D. „= gs (8)0,'(8) — 0, "(8)" (9) 
VZg "F VZg"® 

д‹' (8) 9a" (8) — 9. (8) 9," (8) 

үза," (8) 
Die Voraussetzung, daß für den gewählten Wert von / die drei 


y = 


Ausdrücke эң a = га a usw. nicht zugleich verschwinden, geht hier 


in die Forderung über, daß für den gewählten Wert von s die zweiten 
Ableitungen von o, (5), giel, 93(5) nicht zugleich verschwinden. 

Beispiele 1. Die gewöhnliche Schraubenlinie Wir 
haben hier: 


sS с 8) = р sin 
IO DE 9(8) = р Ж gel 98(8) = TET ECH 
(уаз т аш с O 2-00 RB 
a eeng a ae RO a 
H 8 "т ze A т 
S = H 8) = ar, = 0 
a, SE Suerg "Тее уйт och 
Ges, 
D e E ER 8 d 
= — = сов e? ee 
ур? Fe RE SCH В + Ура 7 VEFE 
De, m= — віп ——, n=0, 
CN TN (CNN 


“ыы 8 Ss £ =. JET 
Vera уте Р ур Vote "vers 
Die positive Hauptnormale trifft die Achse der Schraubenlinie 
senkrecht. 
Die Koordinaten eines Punktes der Schmiegungsebene sind: 


ж == (р — 1) cost — Жеррар” 
у = (р meint + ie cost, 
54 
ё = t Ge 
М Veto 
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Die Schmiegungsebene schneidet den Kreiszylinder, auf dem die 
Schraubenlinie liegt, in der Ellipse mit der Gleichung: 


5° (= 028 
р*+ а + PENS ` 
Die Koordinaten eines Punktes der Normalebene sind: 


2 = E n) сов! + vi = ср 
у = (р— Dee: ‚cost, 
Ep 
ks { +-==—: 
К Vito 


Die Normalebene schneidet den Kreiszylinder, auf dem die 
Schraubenlinie liegt, in der Ellipse mit der Gleichung: 


(n-p)° e ЕЕРЕЕ 
P tar 
Die rektifizierenden Ebenen der Schraubenlinie fallen mit den 
Tangentialebenen des Kreiszylinders, auf dem sie liegt, zusammen. 
2. Die konische Spirale. Hier ergibt sich: 


= (ES? 
1 , sin g — V1 — k? cos g de k, cosp— V1— k? sin ф, ach 
Ук 1 Уфі 
Cé —hk Ar? cos p — -Vi-R*sing), _ —hk (k, sing +} }/1 —Ё* сов), 
(E -k?+1 H VIE. LE) 


о = ү — 18 +1. 
Die Hauptnormale liegt senkrecht zur Kegelachse. Die Glei- 
chungen eines Punktes der Hauptnormalen sind: 
а = (hs+l)esp+rl, yY=(ks+l)sinpg+trm, zZ=h(ks+1). 
Setzen wir diese Ausdrücke an Stelle von x, у, 2 in die Kegel- 
gleichung ein, so ergibt sich: 
r=2(k,s+l)yl-M. 


Dieser Wert von т ist positiv, folglich schneidet der positive 
Teil der Hauptnormalen den Kegel. 


§ 3. Die sphärischen Bilder einer Raumkurvye. 


Um von den Richtungsänderungen, welche die Tangente, die 
Haupt- und Binormale längs einer Raumkurve erfahren, ein deut- 
liches Bild zu erhalten, zieht man in einer Kugel vom Halbmesser 1 
Radien, die den positiven Teilen jener Geraden parallel sind. Nehmen 


187 
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wir zum Mittelpunkt dieser Kugel den Koordinatenanfangspunkt, so 
bilden die Endpunkte jener Radien drei Kurven auf der Kugel. Die 
Kurve mit den Gleichungen: 
ТААС 0 Ber 
heißt das sphärische Bild der Tangenten der gegebenen Kurve; 
ebenso heißen die durch: 
А =, у=, 2 = 1, 
bezüglich: ы ОЗИ 
dargestellten Kurven das sphärische Bild der Hauptnormalen 
bzw. Binormalen der gegebenen Kurve. 
Bei der gewöhnlichen Schraubenlinie und der konischen Spirale 
sind die drei sphärischen Bilder jedesmal Kreise. 
Es liegt nahe, die Tangenten der sphärischen Bilder einer Kurve, 
ebenso ihre Bogenlängen zu bestimmen. 
1. Aus der Gleichung: 
SN g" (8) 
VZg" (8)* 
folgt unmittelbar, da g,'(s) = а: 


d 
Fr MO 


oder wenn wir: 


nehmen: 
(0 КОС ТӨ е 

Die dem wachsenden s entsprechende Halbtangente des sphärischen 
Bildes der Tangenten einer Kurve ist somit parallel der positiven 
Hauptnormalen. 


Nennen wir die Bogenlänge des sphärischen Bildes б, und lassen 
sie mit s wachsen, so entsteht: 


er WEE ea 
ds 1 o 
2. Aus der Gleichung: 
KATE eL 
үза," (8)? 


folgt durch Differentiation nach s: 
dl 2" (82-9, (8) oe Zg," (9 g" OR 
ai (Уа," (8)*)? 


„Aal Zu") ` БУРЕ ПУТ, 
264 Туз" = — V5y, (s) H 


daher: 
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denn aus der Beziehung £g, (s)? = 1 folgt sowohl &g,'(s)g,"(s) = 0 
als auch 29," (5)? + 29, (8) 9" (з) = 0. 


Ferner: : ) s я 
141 _ ®а'"@® (а, @) о,” @) — MOT MAO) 
de 219," (в)% 
Wir bezeichnen die rechte Seite dieser Gleichung mit — і. 
Dann haben wir: 
Bin u ee ah 
ds ds 7 ds 
so daß 
dt- ш L dm KR: Së ZE SS 
(D de eg ro ide о ЖОН Дн У.О r 


Nehmen wir die Bogenlänge (6,) des sphärischen Bildes der 
Hauptnormalen als wachsend mit wachsendem s, so ergibt sich: 


3. Da а}. de 
2« т = = 21,0 
di al 1 
215 = 2А = 22 
21.0, 


(Ш) 21, ée гуй. de e 


Die Tangente dieses sphärischen Bildes ist also parallel der 
Hauptnormalen. Während die Zahl о stets positiv bleibt, ist die 
Zahl r sowohl positiver wie negativer Werte fähig. Wenn wir daher 
die Bogenlänge 6, des betrachteten sphärischen Bildes durch die 
Integralgleichung з 
le ds 
LER 

0 
berechnen, so nimmt sie bei wachsendem s zu oder ab, je nachdem r 
positiv oder negativ ist. 


Das Verschwinden von. ist die Bedingung dafür, daß die 


gegebene Kurve eben ist; denn dann besitzen A, u, v konstante Werte. 
Durch eine Koordinatentransformation erreicht man, daß zwei dieser 
Werte verschwinden. Wir sahen aber im § 2 8. 192, daß, wenn nur eine 
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der Determinanten 2077 _ de ZX asw, verschwindet, die vorgelegte 
Kurve eben ist. Verschwinden zwei von diesen Determinanten, nicht 
aber die dritte, so ist die Ebene der Kurve einer Koordinatenebene 
parallel. Verschwinden alle drei Determinanten, so erhalten A, u, v 
unbestimmte Werte; die Zahl o wird unendlich, und die vorgelegte 
Kurve ist eine Gerade. 


Die Ausdrücke а und 1. sind uns entgegengetreten als Ab- 
leitungen von Bogenlängen sphärischer Bilder nach der Bogenlänge 
der gegebenen Kurve. Man pflegt vielfach den Ausdruck > als den 
Winkel zwischen zwei unendlich benachbarten Tangenten, dividiert 
durch das Bogenelement, den Ausdruck 1. als den Winkel zwischen 


zwei unendlich benachbarten Binormalen, dividiert durch das Bogen- 
element, zu erklären. Es beruht dies auf folgender Erwägung. Ist o 
der Winkel zwischen den zu (s) und (s + 4s) gehörenden Tangenten, 
deren Richtungskosinus e, 8, у und et Ae, B+Aß, у + Ду sind, 
so hat man: 

а?а 


cos ф = Ха («+ Ла) = 1 + 2A + 


"E 


= 1 dt 
Anderseits ist: Е 
соз ф = 1 — + 


Wir erhalten also für ф eine Entwicklung von der Form: 
somit: 


Bezeichnet man, wie es gewöhnlich geschieht, den Winkel zweier 
unendlich benachbarter Tangenten mit „de“, so ist zu bemerken, 
daß hier ds nicht einen unendlich kleinen Zuwachs des Winkels 
zwischen einer festen und einer veränderlichen Tangente bedeutet; 
vielmehr ist de = dë, Wenn man do, als Zuwachs eines Winkels 
deuten will, hat man den Kegelmantel, der von den Halbmessern der 
Einheitskugel längs des sphärischen Bildes der Tangenten gebildet 
wird, auf eine Ebene abzurollen und erhält damit einen Winkel, 
dessen Maßzahl gleich der des Bogens б, ist, und nun wird do, = de. 


Durchaus Entsprechendes gilt von dem Ausdruck SÉ 
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о 1 ;: 1. В т 
Man nennt meistens — die erste, T die zweite Krümmung 


der Raumkurve. Auch sind die Worte Flektion für die erste, 
Torsion für die zweite Krümmung in Gebrauch. 
Bei Anwendung der Veränderlichen ¢ ergibt sich: 


E ас ағ =) (2 d’z ах Er) (22 d'y dy pi 


dt d? dt dt? dt di? dt dt dt dt? dt dt 
—— 


Veran ae 


d dt dt 

2 ЭИА =й de а?у 42| 
r POE eak (57 S zl EE Eat di? ай dei 
dde атай) (аав аав) "\й а dt dt?) | аа азу аз: 
41° dt? аё 


Man überzeugt sich leicht, daß diese Ausdrücke in ihrer Gestalt 
sich nicht ändern, sei es, daß man statt des x, y,2-Systems ein 
anderes System rechtwinkliger Koordinaten zugrunde legt, sei es, 
daß man statt der Veränderlichen ¢ eine neue Veränderliche benutzt. 

Beispiele. a) Bei der gewöhnlichen Schraubenlinie erhält man: 


p ee! 
pH т Ste 
also ist bei der rechtsgewundenen Schraubenlinie r < 0, hei der links- 


gewundenen r > 0. 
b) Bei der konischen Spirale hat man: 


1 
о 


da _—k V1—k’°sing – (1—0) совр _ V1—k' Vk 1—1 


ds к,8 +1 k,s+1 d 
d _ hk (k, V1—k sing +0 -k cosg) _ _hkıVi-R®, 
ds (k,s+ ) УК, #— k F1 Ei hsp " 
somit: a — 
1 __Vı-k®yk®?—k41 1 hk, V1—k? 
SESCH k,s+1 ТОКЕ! ТЕ 


Hier ist das Verhältnis der ersten zur zweiten Krümmung kon- 
stant, während bei der gewöhnlichen Schraubenlinie jede Krümmung 
für sich unveränderlich ist. 

4. Für das sphärische Bild der Tangenten seien «,, В,, у, die 


Richtungskosinus der Tangenten, = sei die erste Krümmung. 
Da š 


so ist: 
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ac) 


Für das sphärische Bild der Binormalen seien o, ß;, 7; die 


daher: 


с ` 1 DEE с 
Richtungskosinus der Tangenten, == zei die erste Krümmung. 
3 


Da: 
о =l, В = т, уз = п, 


so wird: 
а1 
de ds D 
E de 
Р 
daher: e 
1 r\2 
Ze 
Es besteht also der Satz: 
01 + 032 = 1. 


Bemerkung. Die Gleichungen (Т), (II), (Ш) pflegt man die 
Frenetschen (auch Serretschen oder Frenet-Serretschen) Formeln 
zu nennen. Vgl. F. Frenet, Recueil d'exercices sur le calcul infinitesi- 
mal. Fünfte Auflage. Paris 1891. S. 192, sowie J. A. Serret in der 
fünften Auflage von A. Monge, Application de l’analyse à la géométrie. 
Paris 1850. Über die Priorität Frenets gegenüber Serret vgl. Nouvelles 
Annales de Mathem. (2) Bd. 3. 1864. S. 284. 


$ 4. Gestalt einer Raumkurve in der Umgebung 
eines gewöhnlichen Punktes. 


Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen setzen uns in den Stand, 
die Umgebung eines gewöhnlichen Punktes der gegebenen Raun- 
kurve auf das Dreikant der Tangente, Haupt- und Binormale zu be- 
ziehen und damit von dem Verhalten der Kurve in der Nähe des 
betrachteten Punktes eine anschauliche Vorstellung zu gewinnen. 

Dem Werte s +785 entspreche der Kurvenpunkt mit den Ko- 
ordinaten x + Ae, у + Ду, 2+J4z. Da: 


dx Б к да 1 d% АГ) ee? D l de 
ds de ds- о de- ds oi ro о? de 


so folgt die Entwicklung: 


Да = «45 +z 48 – (5 


www.rcin.org.pl 


§ 4. Gestalt einer Raumkurve in der Umgebung eines gewöhnlichen Punktes. 201 


und damit nach § 2 5.193, wenn =x + 12, у'==у-+ Ду, 2 =2 + Лг 
genommen wird: 


= Аз — 44 


"Ке... 2 Ж» Д 3 

n = 52 48 601 йв As’ + › 
BE 

= org ZK 


1. Die Zahlen & und o sind die Koordinaten der senkrechten 
Projektion des betrachteten Kurvenpunktes auf die Schmiegungsebene, 
und bei veränderlichem 4s stellen die Gleichungen für E und y die 
senkrechte Projektion eines kleinen Kurvenstücks auf die Schmiegungs- 
ebene dar. Die Tangente dieser Projektion im Punkte (2, у, 2) fällt 
zusammen mit der Kurventangente, die Normale der Projektion mit 
der Hauptnormalen. Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunkts 
der Projektion sind: 

&=0, gg 

Wir haben hiermit eine neue Bedeutung von о kennen 
gelernt, nämlich die des Krümmungsradius der senkrechten 
Projektion der Kurve auf die Schmiegungsebene. 

Den Krümmungsmittelpunkt der Projektion nennen wir den 
Mittelpunkt der ersten Krümmung der gegebenen Kurve. Seine 
Koordinaten im x, y,2-System sind: 


ж, = 2 + 01, Y=yrom, ër ë + on: 
одет: 


g" (9) = a” (8) Б 95" (8) 
= der Y = у з 577 SEW 2 = 2 ЧЛ Zo Zait?) 


da x ах da dr а?а 
Kaka SE ү Г dt ze) 
SEH 
br dt dt? dt Säi 
(б) (25 E a) dr а?л 
а at) \ае =) 2122, di an 
Er i 
> dé ép ағ #4 
dz\?(d?z dai ds dx а?а 
Bi Bez ran], 
en 
> абар ara 
2. Die Gleichungen für & und £ stellen die senkrechte Projektion 
eines kleinen Kurvenstücks auf die rektifizierende Ebene dar. Die 


im ersten Teil $ 1 erklärten Zahlen v und A besitzen hier die Werte 
v„=1,4=2. Die Projektion hat daher im betrachteten Punkt eine 


oder: 


2 = 2+ 


Е 


21 = 2 + 
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Wendetangente, und, da A — v ungerade, so sind zwei unendlich 
fern liegende Krümmungsmittelpunkte vorhanden. 

3. Die Gleichungen für у und & stellen die senkrechte Projektion 
eines kleinen Kurvenstücks auf die Normalebene dar. Die Zahlen v 
und A besitzen hier die Werte v = 2, А = 1, somit besitzt die Pro- 
jektion im betrachteten Punkt eine Hellebardenspitze mit dem 
Krümmungshalbmesser Null. 

Die Koordinatenebenen des &,n,&-Systems teilen den Raum in 
acht Teile — Oktanten —. Wir wollen dieselben so benennen, daß 
ein Punkt, für den 


£E>0, az ёр 0, im ersten Oktanten 

&E<0, n>0, ЁР 0, im zweiten Oktanten 

£<0, <0, ЁР 0, im dritten Oktanten 

£>0, 1<0, 8>0, im vierten Oktanten |. 
E>0, ур 0, <0, im fünften Oktanten liegt. 
<0, n>0, <0, im sechsten Oktanten 

<0, т<0, <0, im siebenten Oktanten 

£>0, nc <0, im achten Oktanten 


Läßt man 4s von einem positiven Wert durch die Null hin- 
durch zu einem negativen Wert übergehen, so tritt bei positivem r 
der entsprechende Kurvenpunkt aus dem fünften Oktanten in den 
zweiten über, bei negativem r tritt er aus dem ersten Oktanten in 
den sechsten über; die Schmiegungsebene wird also von der 
Kurve im Berührungspunkt geschnitten. 

Die Schmiegungsebene sowohl wie die rektifizierende Ebene ent- 
halten die Tangente der Kurve. Man nennt eine Ebene, welche eine 
Tangente der Kurve enthält, eine Tangentialebene derselben. Es 
liegt nahe, auch die senkrechten Projektionen der Kurve auf ihre 
Tangentialebenen zu betrachten. Um eine Tangentialebene festzulegen, 
messen wir die Winkel zwischen den einzelnen Halbnormalen der 
Kurve in der Normalebene durch eine Drehung, die in derjenigen 
Richtung erfolgt, welche die positive Hauptnormale auf dem kürzesten 
Wege in die positive Binormale überführt. Die Richtungskosinus der 
Halbnormalen, welche mit der positiven Hauptnormalen den Winkel ф 
bildet, sind dann: 


о = [совр + Asing, В' = тсозф + using, y=ncosp-+ vsin g. 


Die hierdurch bestimmte Normale werde als 7'- Achse bezeichnet, 
und senkrecht zu ihr und der Tangente liege die {'- Achse mit den 
Richtungskosinus: 


el = 2 cosg — lsing, В" = шесоѕф — msing, р" = Hong — nsin g. 
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Zwischen den Koordinaten 2. y', 2' eines Punktes im z, y, z- System 
und seinen Koordinaten im &,7',$'-System bestehen die Gleichungen: 
т =x taktga + Ea", у= у + ВЕ + B'E В", 

== + уё + у ч Еу 
Die Gleichungen der senkrechten Projektion eines kleinen Kurven- 
stücks auf die Zu. Ebene sind dann: 


$= EAr- = ds 448° 4, 


Kë ane a 1. (rt ча») oo 
LEE EH: T As ee Sch SS 415° + 


Für den Krümmungsmittelpunkt der Projektion im Punkte (x, у, 2) 
ergibt sich: 


Ё = 0, = е 


сов ф 
Im festen Koordinatensystem hat dieser Punkt die Koordinaten: 
d =g + ol +otgp-A, 
y =y + от+ ọtgg:u, 
!=z+ton+otgp:v. 

Er wird erhalten, indem man von dem betrachteten Kurvenpunkt 
aus zuerst zum Mittelpunkt der ersten Krümmung geht und dann weiter 
um das Stück ọ tg ф ір der Richtung der Binormalen. Also besteht der 
Satz: Die zu einem Kurvenpunkt gehörenden Krümmungs- 
mittelpunkte der senkrechten Projektionen der Kurve auf 
die zu jenem Punkt gehörenden Tangentialebenen liegen in 
einer Geraden, die parallel zur Binormalen ist und den 
Mittelpunkt der ersten Krümmung der Kurve enthält. Wir 
nennen diese Gerade die Krümmungsachse der Kurve. 

Der hier benutzte Weg, um von den Tangentialebenen aus zur 


Krümmungsachse zu gelangen, dürfte zuerst von K. Peterson (Über 
Kurven und Flächen. Moskau und Leipzig 1868. 8. 10) beschritten sein. 


85. Die Einhüllende einer Ebenenschar. 


Einem gewöhnlichen Kurvenpunkte haben wir bisher Ebenen und 
Gerade zugeordnet. Diese Ebenen und Geraden ändern längs der 
Kurve ihre Lage und erzeugen weitere geometrische Gebilde, die 
wir kennen lernen wollen. Zunächst sind allgemeine Erörterungen 
über eine einfach unendliche Schar von Ebenen notwendig. Eine 
solche Schar sei dargestellt durch die Gleichung: 


zAU+yBN)+2Cl) + "(0 — 0, 
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wo die Funktionen A(t), BO), O(t) die Richtungskosinus der Nor- 
malen der zu dem Wert {і gehörenden Einzelebene der Schar 
bedeuten sollen, so daß: 


AM + BI + CAY = 1. 
Die Schnittlinie der zu Ёё und £+ At gehörenden Einzelebenen 
wird bestimmt durch die Gleichungen: 
LA) +yB +C) + Dt) = 0, 
1А(0+20) + УВ(#+24#) + TEE + UE Ай) = 0. 
An Stelle der letzten Gleichung können wir schreiben: 
zA + уВ'(%) +20’) + Di 
+-у{®А"+„уВ" +20" Datt 0. 
Die dem Grenzfall At = 0 entsprechende Lage der Schnittlinie 
wird also durch die beiden Gleichungen: 
xA +УВ +20 FL D = 0, 
xA’+yB+z0'+D=0 


bestimmt, welche zwei zueinander senkrechte Ebenen darstellen, falls 
nicht A. B', С' zugleich für alle Werte von ё verschwinden. Wir 
schließen diesen Fall aus, da für ihn die vorgelegte Ebenenschar aus 
lauter parallelen Ebenen bestehen würde. Bezeichnen nun a(t), b(t), 
c(t) die Richtungskosinus der Grenzlage der betrachteten Schnitt- 
linie, so folgt: 
BC'-CB' СА – АС' AB'— ВА! 
a(t) = Vaa ’ b(t) = — Van e(t) == узат 
Es ist zu untersuchen, unter welchen Umständen a(t), b(t), e(t) 
von £ unabhängig sind, mit anderen Worten, wann die Grenzlage 
der betrachteten Schnittlinie mit sich änderndem t ihre Richtung 
beibehält. Aus den für a(t), b(t), ett) bestehenden Identitäten: 


aA+bB+cl =0, 
ad'+bB'+c0'=0, 
а? +08 +e sl 
folgt durch Differentiation: 
ФА +ЪъВ + сС = 0, 
ФА +ЪВ' + сС' = — Ха А", 
a'(BC'— CB’ + Ъ(СА — АС") + (АВ – ВА!) – 0. 
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Man hat: EI В C 
Za A" =: ИТ B с. 
ух 
А" B" Git 


Wir bezeichnen die hier auftretende Determinante dritter Ordnung 
mit ДА und erhalten: 
d (t) = — u 


А EW i D'A 

20 — узду” 000 — (узая) (уха 

Die Bedingung dafür, daB oi, GO, c(t) von t unabhängig sind, 
ist demnach 4 = 0. Besteht die Gleichung 27 = 0, so bilden ent- 
weder die Grenzlagen unserer Schnittlinie eine Zylinderfläche, oder die 
Grenzlagen fallen in eine einzige Gerade zusammen, d.h. die gegebene 
Ebenenschar bildet einen Ebenenbüschel. Um dies zu entscheiden, 
legen wir senkrecht zur Richtung der Grenzlagen unserer Schnittlinie 
eine Ebene durch den Koordinatenanfangspunkt und sehen zu, ob sie 
von den Grenzlagen in einer Kurve oder einem Punkt geschnitten 
wird. Die Koordinaten des Punktes, in welchem die fragliche Ebene 
von der zu ¢ gehörenden Grenzlage unserer Geraden geschnitten wird, 
genügen den Gleichungen: 


ЗА +УВ+ғ#0+ р = 0, 


' В' P pP 
EE 


во СВ! СА АС' АВ'- BA 
Р e +y ы 


= 0. 


w 


Hier ist zur Abkürzung statt y 24? einfach w geschrieben. Die 
Koeffizienten von 7, у, 2 in den vorstehenden Gleichungen bilden das 
System der neuen Richtungskosinus von drei zueinander senkrechten 
Geraden. Bezeichnen wir die für =, у, 2 sich ergebenden Lösungs- 
funktionen mit A,(t), Һ(Ё), №, (0), so folgt: 


mO- DAS 


24, Am DR hO DEE 
Differenzieren wir die Identitäten: 
hA +B +С +D =O, 
h A +h, В +16" + D'= 0, 
h (BO'—CB'^\ + h (CA — AC') + h(4B'— BA')=0 
nach ź, so entsteht, da: 
MA" +В" + MC" + р" = Di - DEAL ри, 


h (BC" СВ") + h(CA"— AC") + Һ(АВ" — ВА") = 22 — о, 
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das System: 
һ'А-+МыВ- С =0, 
һ! A' + h! B' + hy С'=— Dw з + D' кР, 
h'(BO'—CB') + һ(СА' — АС") + k} (A B'— ВА”) = 0. 


Soll die fragliche Ebene nur in einem Punkt geschnitten werden, 
so müssen h, h,, k konstant sein, /,', h,', AN also verschwinden. Die 
Bedingungen für einen Ebenenbüschel sind somit: 

4=0, Ри? – р АЁ р" =0. 

Man kann sich umgekehrt leicht überzeugen, daß für einen 
Ebenenbüschel die fraglichen Bedingungen erfüllt sind. Die einfachste 
Art der Darstellung eines Ebenenbüschels ist: 


(za, +yb, + гс, +) — #(жа„ + yb, +26 +da) = 0, 


wenn angenommen wird, daß die beiden Bezugsebenen senkrecht zu- 
einander sind, und die Zahlen o, bi, pr @,, bas с, Richtungskosinus 
bedeuten, daß also: 


Ха? = 1, Ха, = 1, Хаа, = 0. 
Bei dieser Darstellung erhält man: 
FA b,—tb а" 
au Dm AE, 00) = DO- 


und findet leicht, daß unsere Bedingungen bestehen. 

Wir setzen jetzt voraus, daß die Determinante 4 von Null ver- 
schieden ist, und fragen nach dem Punkte, in welchem die zu i gehörende 
Grenzlage unserer Schnittlinie von der zu # + 4t gehörenden Einzel- 
ebene der Schar geschnitten wird. Die Koordinaten x, у, 2 dieses 
Punktes müssen die Gleichungen befriedigen: 


Alt) + уВ(@%) +200) + Dt) =0, 
zA @)-+ у В'(ї) + 2С") + 1'(Ф)—= О, 
x A(t+41) + УВ) + гъл + DEHA) = 0. 


d —td, 
уф" 


Vermöge der beiden ersten dieser Gleichungen können wir ап 
Stelle der dritten schreiben: 


z (®4А"@ + уВ"(@) + 20") + D'al 


+ 5 (A'O + уВ"@) + 20") + D"A += 
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Für die Koordinaten der Grenzlage unseres Punktes bei 4t = 0 
besteht folglich das System: 


xA+yB+:C+D=0, 
2А +yB'+zC'+D=0, 
2А" + уВ" + ОЕ D"=0, 


das wegen 420 eine bestimmte Lösung besitzt. Wir bezeichnen 
dieselbe mit x = LU y = 1,(0), 2 = bÜ und erhalten: 


вср аср | А вр | 
һ@=—|в с Dr, bëssi с Dlhy O=] B Di 
В" б" р" | A" С" m. EI В" р" 


Es bleibt noch zu untersuchen, ob die Ausdrücke für LO. GO) 
l (t) konstant oder mit ¿ veränderlich sind. 
Durch Differentiation der Identitäten: 
LA +В +ЬС +D =0, 
+ LÆ +LB' +С + D'=0, 
SE ШЕ! ДЫ чь Dn 0 
ergibt sich: 
МА +В +С =0, 
LA == 078) => 1.0, = 0, 
| LI А" BI LIB! = e Ss ga" + DB" g: TOL JL D") 
|А В с р 
at EE B сев A 
"A An В" Сс" р" ЕИ 
4'" В!" GU DI | 
wenn die hier auftretende Determinante vierter Ordnung mit 4, be- 
zeichnet wird. 
Ist 4, gleich Null, so verschwinden LI, 1,, H. und die Grenzlagen 


unserer Schnittlinien bilden einen Kegel. 
Ist 4, von Null verschieden, so erhalten wir: 


BO CB' СА — АС' AB'— ВА 
ГЕ = 607—4, „=- — 4. 


= – 4, bz 


Damit ist bewiesen, daß die Tangenten der durch: 


zz 0), y= (0), z= l(t) 
bestimmten Kurve mit den Grenzlagen der Schnittlinien benachbarter 
Ebenen zusammenfallen. 
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Wir zeigen noch, daß die Schmiegungsebenen unserer Kurve 
mit den Ebenen der gegebenen Schar zusammenfallen. Die zu £ ge- 
hörende Schmiegungsebene hat nach $ 2 8.193 die Gleichung: 


I) Zi )+a ke Nit (@—1,)(Һ'Ь' —N 1)=0. 


Aber: A 
"_ Жой CB" , Йов 2з 
{ые PE a Бар 
LS ME MA = a CA'— AC')\(AB"— BA") — (AB'—BA') (CA"-AC")) 
AA 
== ZE › 
ebenso: 
2 2 
l! 1" А MN I," SZ A › A 1," «2 A 1," SE? Ca, 


folglich geht die Gleichung der Schmiegungsebene über in: 
(@-1)4+W-L)B+@-I)C=0, 
А+В + 1С = — Р, 


oder, да: 


in: 
xA+yB+20+D=(, 
und das hatten wir behauptet. 

Man sagt, der Ort der Grenzlagen der betrachteten Schnittlinien 
werde von den Ebenen der Schar umhüllt, auch wohl, er bilde die 
Einhüllende (Enveloppe) der Ebenen der Schar. Bildet die Ebenen- 
schar keinen Ebenenbüschel, so ist die Einhüllende eine Fläche, die 
man aus einem später zu erörternden Grunde eine abwickelbare 
Fläche nennt. Ist letztere weder ein Zylinder noch ein Kegel, so 
nennt man den Ort der Grenzlagen der betrachteten Schnittpunkte 
(x = 1,(0, у = 1,(0), 2 = AO) die Gratlinie (auch Rückkehrkante 
oder Wendekante) der abwickelbaren Fläche. 

Wir können unsere Ergebnisse folgendermaßen zusammenfassen. 
Ist eine einfach unendliche Schar nicht paralleler Ebenen 
durch die Gleichung gegeben: 


xA + уВ(Ф) ++ 2600 + DA = 0, 


in der A(t), BO, C(t) die Richtungskosinus der Normalen 
der zu £ gehörenden Ebene bedeuten sollen, so daß ХА? = 1, 
so bilden die Ebenen der Schar einen Ebenenbüschel, wenn 
sowohl die Determinante 


AlB € 
4=|A! В С 
|4" В" о"! 
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wie der Ausdruck: 
sE EE 


SA 


А" sl р" 
verschwindet. 

Ist 4=0, 4,20, во umhüllen die Ebenen einen Zylinder. 

Ist 4 von Null verschieden, verschwindet aber die Deter- 
minante vierter Ordnung: 

A == CED 

Ar В! OT DI 

| A" В" er ID d 

A" B" ou П" 

so umhüllen die Ebenen der Schar einen Kegel. 

Ist weder 4 noch 4, gleich Null, so umhüllen die 
Ebefen der Schar die Tangentenfläche einer Kurve und 
fallen mit den Schmiegungsebenen der letzteren zusammen. 

Auf Grund dieses Satzes brauchen wir nicht mehr nach der von 
den Schmiegungsebenen einer Kurve umhüllten Fläche zu fragen; es 
ist die Tangentenfläche der gegebenen Kurve, die Gratlinie dieser 
Fläche ist die Kurve selbst. 

Bemerkung. Lassen wir die Voraussetzung, daß A(t), B(t), C(t) 
Richtungskosinus bedeuten fallen, so ergibt sich: 
am BER, „үү = PAZAL-AELY+DIASAA-A EAN 

| = YEB 777014 Хх(ВС' СВ")? $ 


4, = 


usf. 
und im Ausdruck des vorigen Satzes ist 4, durch: 
Р(ХА'А"ХАА' – ZAA"ZA) + D(ZAA"EAA — > А' А" ХА) 
zu ersetzen. +D"2(BC'— СВ) 
5 6. Die Schar der Normalebenen. Die Schmiegungskugel. 


Die Grenzlage der Schnittlinie der zu den Werten s und s+4s 
der Bogenlänge gehörenden Normalebenen für 4s = 0 wird bestimmt 
durch die Gleichungen: 


(2—0, (5)) a(s) + (у — 9 (5)) В(8) + (2-9) у(з) = 0 
(ж— 0,) «'(5) + (0—0) В' (5) + (2—9) у (s) = 1. 
Da aber nach den ersten Frenetschen Formeln 
da 1 ав m dn » 


= — — == —— = —› 


de o tida FT 
so tritt an die Stelle der zweiten Bestimmungsgleichung die folgende: 
(@—д,)® + (у— д) т + (2—9) n= о. 


v.Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 14 
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Die Grenzlage unserer Schnittlinie besitzt somit die Richtungs- 
kosinus A, u, v und geht durch den Mittelpunkt der ersten Krümmung 
(д, +10, 92+ mọ, g+ nọ), d.h. sie fällt mit der Krümmungsachse 


zusammen. 
Zur Bestimmung des zu s gehörenden Punktes der Gratlinie 


haben wir die weitere Gleichung: 


rd eai 
oder, wegen der ersten Bestimmungsgleichung: 
e alt + W-9u + (2 д) = — ға 


Die Koordinaten des fraglichen Punktes sollen mit %3, %s, 2, be- 
zeichnet werden. Man erhält dann: 


1 
2 = 9, + lọ — Ату 

4 
» = EE 


Zo = 93 + nọ vre 
жч Ss H 
und damit weiter; $ e ds 


da, _ o de, dr dọ 
@ УЕЛ, HE Gë ei + 28 Sch 
du? ` dr de 
Aa vi Së = Er ds SCH 
dë ` D dr de 
48 =—»( +, 6 +4790). 


Die Gleichung: 
dr de ао ` 
rer ZT ҮТ сын 
drückt daher die Bedingung dafür aus, daß die Normal- 
ebenen der betrachteten Kurve einen Kegel umhüllen. 
Findet dieser Fall statt, so wird: 


d 9 

da (02, — д,)* + Dis +9) + (5 —®®) = — 25 (2, —9,)« = 0, 
folglich: 
Е Lë = аг (% = 9%)? e (2, — Gel = const. 


Die obige Bedingung ist also zugleich die Bedingung 
dafür, daß die gegebene Kurve auf einer Kugel liegt. 

Man nennt die Kugel, welche durch den betrachteten Kurven- 
punkt gelegt ist, und den Punkt = 2, Y = Yz; 2 = 2. zum Mittel- 
punkt hat, die Schmiegungskugel, die zu jenem Kurvenpunkt 
gehört. Ihre Gleichung ist: 


Senator] 
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Man kann die Gleichung der Schmiegungskugel auf sehr einfache 
Weise folgendermaßen finden. 

In der zu dem Kurvenpunkt P gehörenden Schmiegungsebene 
nehmen wir den Mittelpunkt der ersten Krümmung zum Mittelpunkt 
eines Kreises, der den Halbmesser о besitzt, also durch den Punkt Р 
hindurchgeht. Die Mittelpunkte aller Kugeln, welche diesen Kreis 
enthalten, liegen auf der Krümmungsachse, ihre Koordinaten lassen 
sich daher durch 


9% +10 + Ат, Ф + тө + шт, gtnetvr 
darstellen, wo т die Maßzahl des senkrechten Abstandes eines Kugel- 


mittelpunkts von der Schmiegungsebene bedeutet. Die Gleichung 
einer solchen Kugel ist folglich: 


Ze — g — le — А7) = te, 
202—0) — 2 5(®— д,)(3о + 1т) = 0. 


Soll die Kugel den zu s+ 4s gehörenden Kurvenpunkt ent- 
halten, so muß ihre Gleichung befriedigt werden, wenn statt x, у, 2 
gesetzt wird g, +49, 9 + 29 9% + 493. 

Wir erhielten für 4g, im $ 4 8. 200 die Entwicklung: 


1 9 1 1а 
dg = «Ав + у. 45% 6 E E „+ d 
damit ergibt sich: 


1 
KE = As? — 15348 д, 


одет: 


1 1/1d 
Die Zahl r wird daher durch die Gleichung bestimmt: 


1 de т 1 А +9 

at) matt 
Gehen wir mit 4s zur Null über, so gelangt unsere Kugel in 
eine Grenzlage, in der sie die zu s gehörende Schmiegungskugel 


genannt wird. Die Zahl т erhält dann den Wert -ri und die 
Gleichung der Schmiegungskugel wird: 


don? 
De-a -te + arie) = e+ (as) 
Wir setzen zur ые 
4 de 
ZS ds Sal ek CH 
und erhalten für die ме зз der Mittelpunktskurve der 
Schmiegungskugeln: 4 
AE Ierd 
ds P 


14* 
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wenn s mit s wachsen soll oder nicht, je nachdem »>0. Die 
Richtungskosinus der Tangente der Mittelpunktskurve werden dann 4, u, v. 
Ist e gleich +1 oder gleich — 1, je nachdem >р 2 0, so werden die 
Richtungskosinus der Haupt- bzw. Binormalen der Mittelpunktskurve 
gleich sl, em, en bzw. — ea, —eß, — ғу. Die erste Krümmung 


: Я А Р ‚л =l 
unserer Kurve wird gleich =, die zweite gleich ag! 


Bemerkung. Die von den Normalebenen einer Kurve umhüllte 
Fläche (der Ort der Krümmungsachsen) wird die Polarfläche, 
ebenso die Evolute der Kurve genannt. Auch nennt man vielfach 
den Mittelpunkt der Schmiegungskugel den Pol, und seinen Ort die 
Pollinie der Kurve. 

Von diesen Bezeichnungen ist das Wort Evolute am unzweck- 
mäßigsten angewandt, da es bei einer ebenen Kurve eine Kurve be- 
deutet und hier eine Fläche bedeuten soll. 


& т. Die Tangentialebenen einer Raumkurve, insbesondere 
ihre rektifizierenden Ebenen. 

Wir legen durch die Tangente und eine Halbnormale, die in 
dem früher festgelegten Sinne den Winkel р mit der positiven 
Hauptnormale bilde, eine Tangentialebene. Dabei soll p als ein 
konstanter (von s unabhängiger) Winkel gelten, der größer wie Null 
sei, da sonst der bereits erledigte Fall der Schmiegungsebenen auf- 
träte. Die Gleichung der Tangentialebene ist: 

(2 — д,) (2 совф — lsin ф) = 0, 
während die zugrunde gelegte Halbnormale die Richtungskosinus: 
1совф + Asing, mcosp-+ using, ncosp + vsin ф 
besitzt. Differenzieren wir die vorige Gleichung nach s, so kommt: 
1 ДЕ 
Z(æ— g) (= cos p + (© + >) sing) =“, 
oder: 


Х(2— g) («sin o + z (1сов p + А віп 9)) = 0, 


Verstehen wir unter Л eine beliebig zu wählende Zabl, so er- 
halten wir als Gleichungen der Schnittlinie: 


CET + һ(— Ze + sin ф (leos p + eise usw. 


Bei einer ebenen Kurve fällt daher die Schnittlinie mit der 
Normalen, die sich in der Tangentialebene befindet, zusammen. 

Es liegt nahe, nach dem Ort der Schnittlinien zu fragen, die 
sich an ein und demselben Punkt bei veränderlichem ф ergeben. 
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Bei einer ebenen Kurve wird dieser Ort von der Normalebene 
dargestellt. Bei einer doppelt gekrümmten Kurve setzen wir: 


E(x -q)a=8 2(2-0)1 = т, Zi -g)=8 
und erhalten: 


88 ch, n=sinpcosp-h, = sin? gh, 
oder: L (nè £?) + ££ = 0, 


d. h. unsere Schnittlinien bilden einen Kegel zweiten Grades, der sich 
mit s nicht ändert, wenn © konstant ist. 


Es ist leicht, die Gleichung dieses Kegels auf die Hauptachsen 
zu transformieren. Setzt man zur Abkürzung: 


n-Vı+(), м-лә, м-ә 92 N 


und wendet die orthogonale Substitution an: 


so ergibt sich: 


oder: 


Eine Hauptachse des Kegels fällt also mit der Hauptnormalen 
zusammen. 

Die weiteren Fragen sollen nur für die Schar der rektitizierenden 
Ebenen behandelt werden, so daß fortan die Voraussetzung Ф = 5 
Platz greift. 

Die Grenzlage der Schnittlinien einer rektifizierenden Ebene mit 
ihren benachbarten rektifizierenden Ebenen führt den Namen rekti- 
fizierende Kante; die von den rektifizierenden Kanten gebildete 
Fläche heißt die rektifizierende Fläche Wir bezeichnen die 
Richtungskosinus der rektifizierenden Kante mit a, b, с und erhalten 
aus dem vorigen: 


о e о 
are = 06 
Fi 6 +В 


Ич Va 


www.rcin.org.pl 


214 Zweiter Teil. Kurven im Raum. 


Die rektifizierenden Kanten sind einander parallel, oder, 
was dasselbe ist, die rektifizierende Fläche ist ein Zylinder, 


wenn © konstant ist. In diesem Falle bildet die Tangente der 
Kurve mit der Erzeugenden des Zylinders einen konstanten Winkel, 


dessen Kosinus gleich 
Е 
а 


va 


ist, oder, wie man sagt, die gegebene Kurve ist eine isogonale 
Trajektorie der Erzeugenden eines Zylinders. 


Wir setzen jetzt Z als veränderlich voraus und fragen nach der 


Grenzlage der Schnittpunkte der rektifizierenden Kante mit den be- 
nachbarten rektifizierenden Ebenen. Für die Koordinaten der Grenz- 
lage bestehen die Gleichungen: 


®(®— AU = 0, 


500-8) (6+ ZA =, 


D 
a ail ())+ er) =. 
ае 


Die Determinante dieser Gleichungen ist gleich — о 2 Wir 
bezeichnen die Lösungsfunktionen mit &,, уз, 2, und erhalten: 


1 
ж = 9, + Zb — £a), usw. 
dÉ 
> 
ds 
sowie: 
art 
er 
De ; (2 £a) 
= 


Die Bedingung, unter der die rektifizierende Fläche 
a! 
ein Kegel ist, lautet also: та = 0, одет: Z muß eine ganze 


lineare Funktion von s sein. 
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5 8. Nähere Untersuchung des Falles, in dem die 
rektifizierende Fläche ein Kegel ist, 


Wir setzen, unter p und q zwei Konstante verstehend: 
& = DS + 0. 

Hier muß д als von Null verschieden angesehen werden, da 
wir den Nullpunkt von s innerhalb eines Kurvenstücks angenommen 
haben, bei dem in keinem Punkt о oder 1 verschwindet. Es folgt: 
LET IE: 

p 


Die Koordinaten der Kegelspitze in bezug auf das begleitende 
Dreikant sind: 


® = 9, + usw. 


E a u Р: 

ё = р › = 0, = р 
Die Spitze des Kegels hat somit von der Schmiegungs- 

ebene den konstanten Abstand 

Die Richtungskosinus der Halbgeraden, die von der Kegelspitze 
nach den Punkten der gegebenen Kurve hin gezogen sind, nämlich: 
— 2 —_, usw, 
erfordern zu ihrer analytischen Darstellung die Unterscheidung zwischen 
einem positiven und negativen р, da die VÆ(g, — л)? eine positive 
Zahl darstellt. Es sei e gleich + 1 oder gleich — 1, je nachdem p 


größer oder kleiner als Null ausfällt. 
Die fraglichen Richtungskosinus werden dann gleich: 


-s (1- (рв-ЕФ е) 
Vi+@s+9' 
Wir zeigen, daß die gegebene Kurve in eine gerade 
Linie übergeht, wenn man den Kegel auf eine Ebene ab- 
rollt. Die einfachste Art, dies zu zeigen, ist die folgende. 
Die Ebene, auf welche der Kegel abgewickelt wird, sei die zu 
з = 0) gehörende rektifizierende Ebene. Der Abstand L der Kegel- 
spitze vom Kurvenpunkt (2, у, 2) ist gleich: 


„У1+@з+ EN 
р Е 


› USW, 


für s = 0 ergibt sich: 
E N yı + 
р 
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Für den Winkel y, welchen die vom Punkt (23, 93, 23) nach dem 
Punkt (x, y, 2) hin gelegte Halbgerade mit der positiven Tangente 
bildet, erhalten wir: 


e(ps+4q) 
OS ie a 
` Vitims tan 


B also für s = 0: 


In der zu 5 = 0 gehörenden 
rektifizierenden Ebene werde die 
Kegelspitze mit 5, der Kurven- 
punkt mit A bezeichnet. Man 
ziehe nun unter dem Winkel 2, 
gegen AS in dieser Ebene von A 
Fig. 24. aus eine gerade Strecke von der 
Länge s, ihr Endpunkt sei B. 


Dann ist: 


ЕШ. 0073. N аы ГУЕ 84... 2н 
De р? + 5 + 25 р SE 
folglich fällt der Endpunkt des zu s gehörenden Kurvenstücks nach 
der Abwicklung mit В zusammen. Da aber die Länge des Kurven- 
stücks sich durch die Abwicklung nicht ändert und AB gleich s ist, 
so stellt die Gerade AB wirklich das abgewickelte Kurvenstück dar. 
Weniger einfach, aber für spätere Zwecke wichtig, ist die folgende 
Ableitung unseres Satzes. 
Wir beschreiben um die Kegelspitze eine Kugel mit dem Halb- 
messer Eins. Die Koordinaten der Punkte der Schnittlinie der Kugel 
und des Kegelmantels, der die gegebene Kurve trägt, sind dann: 


' %—(рз-+ Фа 

1 == ii — er 
Ига) 

dl єў «+(ps+gq)% 

erg? A ————*х4? 

РЕ (Vit (ғ + 03)? 
Nennen wir die Bogenlänge der Schnittkurve о und lassen sie 

mit s wachsen, so folgt: 


USW., 


somit: 


Der Nullpunkt der Bogenlänge б soll auf derjenigen Erzeugenden 
des Kegels angenommen werden, auf der der Nullpunkt der Bogen- 
länge s liegt; dann ergibt sich: 


= ё (arctg (ps+4)— arctg q). 


www.rcin.org.pl 


§ 9. Einfach unendliche Schar von Geraden. 217 


Da aber: 
a aber sin (5 v) -— Ж? 
сов (> = v) = Er 


so hat man: а 
гагоіс q = — — Vo- 


Die Gleichung für б liefert daher: 


ps+4= tgl — w + 5) = г соёо (0, — 6), 


folglich: i 


pin 


Solange в < фу, haben wir also: 


I? 


Lsin (p — 6) = 


Legen wir nun durch die Punkte A und B eine Gerade und fällen 
von § aus auf sie das Lot SC, so ist, wie man auch б innerhalb 


der Grenzen О und %, wählen möge, stets SC gleich = d. h. der 
Punkt B beschreibt bei der Abwicklung eine gerade Strecke. 
Es bleibe nicht unerwähnt, daß der Punkt, an dem /, seinen 


kleinsten Wert besitzt ( = — 1), еіп außergewöhnlicher Punkt ist, 


da an ihm Ê verschwindet. Der Winkel y hat hier die Maßzahl 5. 


5 9. Einfach unendliche Schar von Geraden. 


So wie wir im Vorigen die mit einer einfach unendlichen Schar 
von Ebenen zusammenhängenden Begriffe für die Lehre von den 
Raumkurven fruchtbar gemacht haben, führen wir jetzt das Ent- 
sprechende mit den Begriffen aus, die sich bei der Untersuchung 
einer einfach unendlichen Schar von Geraden oder, wie man sagt, 
einer geradlinigen Fläche ergeben. 

Zu diesem Zweck seien durch die Punkte einer Raumkurve 


(z = (р u = A), 2 RO) gerade Linien mit den Richtungskosinus 


А(Ф), 2,00), Ay(t) oder kürzer A,, A,, A, gezogen, deren Richtungen 
sich stetig ändern. Bezeichnen wir mit Л eine beliebig zu wählende 
Zahl, so werden die Koordinaten der Punkte der zu € gehörenden 
Geraden durch die Gleichungen gegeben: 


z=efithl, у= +, 2=f; + hhz. 


Außer dieser Geraden betrachten wir die zu £+ 4t gehörende, 
deren Richtungskosinus mit A, +41., Aa +42, A; +41, bezeichnet 
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seien, und berechnen zunächst die Richtungskosinus der zu ihnen 
beiden senkrechten Richtung, sowie Lage und Größe ihres kürzesten 
Abstandes. Die fraglichen Richtungskosinus seien mit k, ky, ks 
bezeichnet. Aus den Gleichungen: 


Zk, = 0 und ZE, +44)=0 


nAth da 1^ 
ҮЗа},*— (E444) 


ergibt sich: 


k = 


Kë 


wenn eine der S. 190 angewandten entsprechende Bestimmungweise 
benutzt wird. 

Der zu і gehörende Kurvenpunkt (x = f},...) werde A, der zu 
t+ At gehörende («= fı + 4f, :--) werde B genannt; A, sei der 
in der zu ¢ gehörenden Geraden, B, der in 
der zu # + 4t gehörenden Geraden gelegene 
Endpunkt des kürzesten Abstands der beiden 
Geraden. Da die Strecke A,B, auf beiden 
Geraden senkrecht steht, besitzt die von 
A, nach В, hin gezogene Halbgerade ent- 
weder die Richtungskosinus k,, kə, ką oder 
— К, — ka, ЮК. Im ersten dieser beiden 
Fälle betrachten wir die Maßzahl e des 
kürzesten Abstands als positiv, im zweiten 
als negativ. 

Gehen wir von A aus über A, zum Punkte 5,, so werden die 
Koordinaten von B, gleich: 


fhi thi tek, fh thl tek, h+hi,+ek,; 
gehen wir von B aus zum Punkte B,, so werden seine Koordinaten: 
htahth (ataa) htafhth (etA), Ь+4һЬ+®/(%+ AR); 
wir erhalten somit die Gleichungen: 
l hà, + ek, = Af + (А, + ДА), 
ҺА, + ek = Afa + (А, +41) 
Ai, + е = Afs + NO + 41). 


Um e zu bestimmen, multiplizieren wir die drei Gleichungen 
der Reihe nach mit Ё,, ko, kg, addieren sie und erhalten: 


Е ЧЕ Л. 
Um + zu erhalten, multiplizieren wir entsprechend zunächst mit 
А, А5, Ag, sodann mit A, + 42i; Ae + Ahs, А + 2А und addieren 
jedesmal. Dann folgt: 
h= DA h +k (1+ 8141), 
Б Мед) ЕА дь їл) БМ, 


Fig. 25. 
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so daß: 
Zap, AE х1, dk ХАА, E A, 


h= EE? EI + (24, 21,)? 


Unsere Aufgabe ist es, sowohl e wie % nach Potenzen von At 
zu entwickeln. Fassen wir A,, A,, A, als die Koordinaten der Punkte 
einer sphärischen Kurve auf (2,2 + 47+ 432 = 1), so soll der ant 
gehörende Punkt dieser Kurve ein gewöhnlicher sein, also A. A, A 
sollen nicht zugleich verschwinden. 


Da 


so ergibt sich: 


Жа SIE чё ала SIT 40+. 


Im Zähler und Nenner von / hebt sich 44? fort. Gehen wir 
dann mit 4t zur Grenze Null über, so folgt: 


Wir nennen diesen Wert von Ah die Abszisse des kürzesten 
Abstands unendlich benachbarter Geraden auf unserer Fläche. 
Um die Entwicklung von e zu erhalten, nehmen wir: 


һа — %4% = ЛЕБ Лаф AH. 


Hier ist: in 
D} 4 ао 
Аз 1° zi А dt’ 
А д її _ 3 di _ dass 


2 di? заг ав’ 


DC 40) 43, d'h | 4, d'h 


з 1 д а + а ав 
Wir erhalten weiter: 


ZA (Ay АА) = а | хр + se REIA") |, 


oder wenn wir 
fin = 
setzen: 


ZAf (An һа) = ав: dÉ 


aa 
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wo aber, en der Koeffizient von 207 in der Klammer 
nicht gleich о Sa 2 


6 dt 2 
Ferner: 
а, dii 
5(дъ)* — Sal ав + Ут а 4% + 


Zil = A E a АЙ +++, 


(2(41,) =; (24, ауу s 


EN 
es, SE УА de dt dt? bas 
a SEET `" (8) 


gen ART Tat) 


k уа 1 1 dk 
ун Sege - eg" 
V St ҮЗ VS 

Wir sehen, daß die Entwicklung von е, wenn k beständig Null 
ist, mit der dritten Potenz von 4t beginnt. 

Das Verschwinden von % hat eine einfache geometrische Be- 
deutung. Wir fanden, daß der in der zu ? gehörenden Geraden 
liegende Endpunkt des kürzesten Abstands der zu € und ti 4t ge- 
hörenden Geraden für /7# = 0 in den Punkt übergeht, dessen Ko- 
ordinaten 


folglich: 


a 

2 = fi Lee? A San? 
ZIL 

H = h — 2, Era түз? 
fh, 


= ру 


sind. Dieser Punkt beschreibt, wenn ? sich ändert, eine Kurve, die 
man die Wendekante, auch Gratlinie, Striktionslinie, Rück- 
kehrkante der geradlinigen Fläche nennt. 
Wir zeigen, daß bei verschwindendem Ё die Geraden auf 
der Fläche zugleich die Tangenten ihrer Wendekante sind. 
Das Verschwinden von +, d.h. die Gleichung: 


(92 А TP) + (m — м) +в (ае IE 0 
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bedeutet geometrisch, daß die Tangente der gegebenen Kurve auf 


der Geraden mit den Richtungskosinus: 
201086 
ваа 


ү Zla) 


senkrecht steht. Daraus folgt, =) Beziehungen von der Form: 


dh dì, di. 
һ=юА +ат Б =әЬ +4 18 =Ph +9 


bestehen müssen. Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe 


nach mit A,, 45, Аз, sodann mit 6 =: + und addieren jedesmal, 
so folgt: 
fh! 
[== Ee == San: ? 
also: 
Хр, NW H 
ћ — А КОШЫ = Aa Zfi 4, usw. 
Dies zeigt unmittelbar, daß die Ableitungen = dy, = pro- 


portional den Zahlen A,, A,, A, sind, falls nicht der Proportionalitäte- 
faktor, nämlich: 


а Ziil A 
2А – dt ZA,’ 


verschwindet, in welchem Fall die geradlinige Fläche einen Kegel 
darstellt. 

Man kann dies letztere auch folgendermaßen zeigen. 

Soll der Punkt mit den Koordinaten: 


Loi, +900, fs +90023 
fest bleiben, wenn ż sich ändert, so müssen die Beziehungen bestehen: 
++ =O, Г ++ =0, ff +75 +940 =0. 

Daraus folgt: 

SA La БГ +001) — 0, 
somit in Gemäßheit mit dem obigen: 
d КБ ДЕЛА 
РУД l — а ans = 0. 

Die geradlinigen Flächen zerfallen also in zwei Klassen, für die 
eine von ihnen ist k = 0, für die andere ist k im allgemeinen von 
Null verschieden. Die erstere umfaßt die sogenannten abwickelbaren 
Flächen — Zylinder, Kegel und die Tangentenflächen von Raum- 


kurven —, die Flächen der zweiten Klasse werden häufig wind- 
schiefe Flächen genannt. 
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Für die praktische Berechnung von Ё ist die Bemerkung wichtig, 
daß bei 2, = ршщ, А = риз, Аз = риз für k der Ausdruck р? Ху, 
(uou; — изи) erscheint. In der Gleichung k = 0 darf man also die 
Funktionen A,, A,, 4, durch ihnen proportionale Funktionen ersetzen. 

Man kennzeichnet vielfach das Verschwinden von k durch die 
Aussage, daß sich unendlich benachbarte Gerade der Fläche schneiden. 
Soll dies nur ausdrücken, daß die Reihe für e hier mit der dritten 
Potenz von It beginnt, also e selbst, wie man sagt, mit It von 
der dritten Ordnung unendlich klein wird, so leuchtet die Berechtigung 
dieser Ausdrucksweise nicht ein. Anders verhält es sich, wenn wir 
noch auf jeder Geraden der Fläche einen weiteren Punkt folgender- 
maßen bestimmen. 

Wir projizieren die zu ? + 4t gehörende Gerade (Z,) senkrecht 
auf die Ebene (E), welche die zu Ё gehörende Gerade (L) und den 
zu £+ It gehörenden Kurvenpunkt (B) enthält. 

Der zu t gehörende Kurvenpunkt soll mit A bezeichnet werden, 
die Projektion mit (Z,). Da die Richtung der Geraden (L,) mit ab- 
nehmendem absoluten Betrage von 4t beliebig wenig von der Richtung 
der Geraden (L) abweicht, darf angenommen werden, daß (Z,) nicht 
zu (L) senkrecht ist. 

Es fragt sich weiter, wann die Projektion (Z,) zu (L) parallel 
liegt. Fällen wir von (B) aus auf die Gerade (L) das Lot (BC), so 
wird (Z,) parallel (L), wenn (L,) senkrecht zu OB ist. Dann be- 
deutet CB den kürzesten Abstand beider Geraden und die Maßzahl 
von А0 wird gleich Ak Anderseits ist diese Maßzahl, da jetzt A 
verschwindet, gleich 24,4f,. Soll aber der oben für % gefundene 
Ausdruck gleich 23, 26. werden, so muß die Bedingung: 


31,4 2,44, – 34,4 = 0 
erfüllt sein, oder in entwickelter Form: 
zu АА ELR – Bufi Enh") AH = 0. 
Beim Übergang zu 4t = 0 nimmt unsere Bedingung die Gestalt an: 


А = 0 (їз Je 


Die Grenzlage des Punktes (С) fällt also in den Punkt (A). Ist 
die Bedingung 2, ў, =0 beständig erfüllt, so fällt die gegebene 
Kurve mit der Wendekante der geradlinigen Fläche zusammen. 

Wir schließen jetzt den Fall, daß (Z,) zu (L) parallel ist, aus 
und bestimmen den Punkt, in welchem (L) von (2,) geschnitten wird. 

Die Koordinaten eines Punktes einer Geraden, die senkrecht zur 
Ebene (E) durch einen Punkt der Geraden (L,) gelegt ist, sind: 


h+ 4А +100 + 2А) ++ h (A — AAfı), usw. 
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Die Bedingung dafür, daß dieser Punkt in der zu ¿ gehörenden 
Geraden liegt, wird somit von den drei Gleichungen dargestellt: 


аһ + (0 +22) +, (A — ААР) = hh, 
Afa + ha o +41) + Һ(% 4], — А40) = А, 
Afs + h, y + Ai) +h Ah — t Afi) = 1А. 


Wir multiplizieren diese Gleichungen der Reihe nach mit A,, A,, Аз, 
dann mit If, Afa, А]; und addieren sie jedesmal. Dann folgt: 


ХА Afi + h (1 + ХАЛА) =h, 
N h (2а иу ET у=, 2 A, 
Die Elimination von h, liefert: 
PEA len EA халл) 
= 20 E дууа чь за, 
Der Koeffizient von 207 ist hier links A, ZA und rechts: 
(2А, А) – ERY. 
Daher folgt beim Grenzübergang zu 4t = 0: 


h — DEET ZAN, 


Ifi А, 


Es ist geometrisch klar, daß bei von Null verschiedenem 4t die 
Geraden (L) und (L,) sich schneiden, wenn die Werte von h und A, 
einander gleich sind. Wir können daher auch im Grenzfall ft = 0 
die Gleichheit der Werte von / und h, als Bedingung dafür ansehen, 
daß die Gerade (L) von der Geraden (Z,) geschnitten wird. Nun ist 
bei dt = 0: 


h — һ ХАЧ) Er AN) GA 
* za’). Ei A 
Aber: 
(1) (АА) = (А) (АА) = Elf — АА), 
ferner: 
ZO Z(h, fs ef P ES (za (sfo! E Zeg 


= ZA, CHA == үң һ) = Ay CHN Е Ié UNI 
Da 


UN Oé CC ҺА) Ka 35 (А fr Gr fs А) — A, CHA аР Ay fs) Sa fi (Ag UN 5 % 1) 
= A, Pad 


Z1! (hs fa! = hf!) = k, 


und 
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so erhalten wir: 
h- DÉI een арик ш; 
EH Zb А 
Die Gleichung / = 0 drückt also die gesuchte Bedingung des 
Schneidens aus. 


$ 10. Anwendung des vorigen auf die für eine Raumkurve 
charakteristischen Geraden. 


Indem wir dazu übergehen, die bei einer einfach unendlichen 
Schar von Geraden entwickelten Begriffe für die mit einer Raum- 
kurve in Verbindung stehenden Geraden fruchtbar zu machen, ersetzen 
wir die Veränderliche € durch die Bogenlänge s der Raumkurve und 
verstehen fortan unter Ä,, ks, Ёз, А und A, nur die Werte dieser 


Zahlen im Grenzfall 4s = 0, so daß: 
Ча, ach, к-за, 
VO VER‘ УХ (1,)* 


Бу! Zu Ay Ei)? 
— Su Aen Re, ke Dfi (ah ад) 


h = 


1. Die Tangenten einer Raumkurve bilden eine ab- 
wickelbare Fläche, deren Gratlinie die Kurve selbst ist; 
denn für 4, = а, 20, = В, 2, =y folgt: 

Dell, == 
2. Die Binormalen einer Raumkurve bilden eine wind- 


schiefe Fläche, deren Wendekante die Kurve selbst ist; 
denn für 4, = 4, 4, = ш, 4, = v folgt: 


ko, Б.В, hey, 

Ve су 

= 

». Für die Hauptnormalen haben wir 2, = 1, А, =m, Än =n zu 
setzen und erhalten: 


1 Ze 
ae. „eb E së 
7 
a 
Бас ge d h,= о, DEE 
ei 


Die Hauptnormalen bilden eine windschiefe Fläche; die 
Tangenten ihrer Wendekante sind den rektifizierenden 
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Kanten der Raumkurve parallel. Der Ort der Projektions- 
punkte (A) fällt mit dem Ort der Mittelpunkte der ersten 
Krümmung der Raumkurve zusammen. 

4. Für die Krümmungsachsen ist zu setzen: 


ћ=% +01, A=ntom ђ = 96 + ọn, 
=, de ss џ, Аз =v. 
Man erhält hier: 


б WE a RN е тА 
k=0, h= ДЕР» Хр A иып dE 


Die Krümmungsachsen bilden eine abwickelbare Fläche, 
die einen Kegel darstellt, falls: 


de dr 390 
оаа да. 
5. Für die rektifizierenden Kanten ist zu setzen: 


E 97 
r 


дото 


6) e 
Lë: «+1 


Hier wird: 


ас db de 


da 
o REN, ы ад 


Schließen wir den Fall = const., in welchem die rektifizierenden 


Kanten einen Zylinder bilden, aus, so folgt: 


оү 

Б АСЕК Ru) Ze 

KEE e k=0, 2А, – za ; 
d 1 


° zi AEN 
Ki Kë 
de ds 


Die rektifizierenden Kanten bilden eine abwickelbare 
Fläche, die einen Kegel darstellt, falls: 


Hut 


= Оа 2 = рз +0. 
6. Wann beschreibt eine, die Hauptnormale schneidende Parallele 


zur rektifizierenden Kante eine abwickelbare Fläche? 


у. Lilienthal, Differentialgeometrie, І. 15 
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Wir haben hier: 
ћ= 9 +71, h=nt+tm, fz =9; +n 


zu setzen und т als eine Funktion von s anzusehen. 


Da: 
T T dr 
И (= AT zk 
so wird: 
о 
a ат 
ds ds 


Die Parallele muß also konstanten Abstand von der 
rektifizierenden Kante besitzen, wenn die rektifizierende 
Fläche kein Zylinder ist. Dieses Ergebnis fand H. Laurent 
(Annales scient. de l'Ecole normale sup. Zweite Serie Bd. 1, 1872, 
8.219). 

Man kann leicht einen Schritt weiter gehen und nach dem Ort 
der Gratlinien der sich bei veränderlichem т ergebenden abwickelbaren 
Flächen fragen. Wir erhalten: 


somit sind die Koordinaten des zu s gehörenden Punktes der Grat- 


linie: 
EE Eer Cé 


at 
r 
ds 
2 
1 tu 1 (©) 
= 09, + — + 211 — — (2 а) |, usw. 
e ae 4 
eh 6.3 
ds e Ts 


Die von т freien Glieder in den Ausdrücken für x, y, 2 sind die 
Koordinaten des zu s gehörenden Punktes der Gratlinie der rektifi- 
zierenden Fläche. Fassen wir jetzt т als veränderlich auf, so werden 
2, у, z die Koordinaten der Punkte einer geradlinigen Fläche, die 
einen Kegel darstellt, wenn die rektifizierende Fläche ein Kegel ist. 
Wir wollen zeigen, daß diese geradlinige Fläche stets abwickelbar ist. 
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Zu diesem Zweck sei zur Abkürzung: 


m=1— (2 ёа), „=т— (и – © 8), m=n— ò (v -— ©) 
gesetzt. Dann ergibt sich: 
ГЕ СЕ А 
E 
1 dò 
OE ET 
Die Bedingung der Abwickelbarkeit, nämlich If (ш р! — шаш") = 0, 


ist also erfüllt. Im Falle 1+ SÉ ist die abwickelbare Fläche 
ein Zylinder, weil hier A,, A,, A, konstant sind; es ergibt sich 


nämlich: ч 
H, \г(@+(@))+ Jl +2) 


co) 
Man zeigt leicht, daB unsere Fläche von den Ebenen umhüllt 


wird, welche die Hauptnormale und die rektifizierende Kante ent- 
halten, also von den Ebenen, deren Gleichung: 


5(@— ,) («+ £1) = 0 


ist. Eine nähere, durch Beispiele erläuterte Untersuchung dieses 
| Gegenstandes wäre wünschenswert. 

7. Unter einer Normalenfläche einer Raumkurve wollen wir 
eine geradlinige Fläche verstehen, deren Erzeugende die Raumkurve 
senkrecht schneiden. Wann ist nun eine Normalenfläche abwickelbar? 

Für eine Normalenfläche haben wir: 


Һ@ =з), ҺО) = й(5 AM = 6) 
„== Гсовф + Авіп ф, ,=mcosp+ using, A,=ncosp-+ vsin g, 


wo ф einen mit s veränderlichen Winkel bedeutet. 
Wir erhalten: 


ЖЕ КЕКЕ 
Al = — о 089 + (sing 1 cos ф) (- 2°), 
з hs — fs h = A cos p — lsin g, 
; de 1 
k = (БА ВА) ge er 
15* 
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Als Bedingung der Abwickelbarkeit erscheint die Be- 
ziehung: 
d 1 ds 
4 => d. Ь. e -f“ + const. 
0 
Wir bezeichnen das hier auftretende Integral mit фу, die Kon- 
stante mit ғ. Es gibt also den Werten von ғ entsprechend einfach 


unendlich viele abwickelbare Normalenflächen. 
Für h ergibt sich die Gleichung: 


h AHR 


die Gratlinien unserer abwickelbaren Flächen liegen also 
sämtlich auf der Polarfläche. Die Koordinaten der Punkte einer 
Gratlinie sind: 
z=g,+tle+Aotgy, usw. 
Da wird: 


H 
a 
da х cos o 
ев (1совф + А вір ф) or usw, 


wo unter ф der Wert Ф, + = verstanden ist. Bezeichnen wir die 
Bogenlänge der Gratlinie mit б, so erhalten wir: 


do dh 

ds аз’ 
und der absolute Wert der zwei hinreichend nahe Punkte der Grat- 
linie verbindenden Bogenlänge (AB) ist gleich dem absoluten Betrag 
der Differenz der zu den Punkten gehörenden h-Werte. Legt man 
einen Faden von der Länge АВ +h so, daß sein krummliniger Teil 
den Bogen AB der Gratlinie bedeckt, während sein geradliniger 
Teil in die Strecke Ab der in В berührenden Tangente fällt, so kann 
man durch Abwickelung des Fadens ein Stück der gegebenen Raum- 
kurve beschreiben. Man nennt deshalb die gefundenen Gratlinien 
auch Filarevoluten der gegebenen Raumkurve. 

Alles dieses gilt auch für ebene Kurven, wo Фф, den Wert Null 

erhält. Hier liegen die Filarevoluten auf dem Zylinder, der die 
Ebene der Kurve in der Evolute der Kurve senkrecht schneidet. 


8. In Nr. 5 haben wir о durch Anwendung der für A, auf- 
gestellten Differentialformel erhalten, also ohne Benutzung des Begriffs 
des Krümmungshalbmessers einer ebenen Kurve. Wir können Ahn- 
liches für den Halbmesser der zweiten Krümmung leisten. 

Stellt man die Binormale durch die Gleichungen: 


ћ = 9 + 545, Ё = 9% + 45, з = 9 + 0458 
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dar, so hat man den positiven Werten von As die Punkte des 
positiven Teils, den negativen Werten von 4s die Punkte des nega- 
tiven Teils der Binormalen zugeordnet. Nimmt man nun: 


K=el+2l, ,=m+Am, Jess pk An, 


so ist durch den dem Werte 4s entsprechenden Punkt der Binormalen 
eine Gerade gelegt, die der Hauptnormalen der gegebenen Kurve in 
dem zu 5 + 4s gehörenden Punkte parallel liegt. Für diese Dar- 
stellung der durch die Binormale gelegten geradlinigen Fläche spielt 
ds die Rolle des früheren ż, so daß: 

e 2 4?1 


fi = 1, DN e E 0 T ds? 


Dann folgt: 


a == 


Auf dieselbe Weise ergibt sich eine Herleitung von ọ, wenn 
man die 4s auf der Tangente aufträgt und durch die Endpunkte 
der aufgetragenen Strecken zu den entsprechenden Hauptnormalen 
parallele Geraden zieht. Da hier: 

fi =g + «45, 
so folgt: 
h =o. 


Von diesem Gesichtspunkt aus können wir den Punkt 
auf дег Hauptnormalen, dessen Koordinaten = = g, + rl, usw. 
sind, als den Mittelpunkt der zweiten Krümmung der ge- 
gebenen Kurve betrachten. 

Vielfach wird der Ausdruck: 


FE: 

H: [Р (a 
als die dritte oder die ganze Krümmung einer Kurve bezeichnet, 
obgleich die geometrische Bedeutung dieser Krümmung nicht einleuchtet. 
Will man ihr aber zu einem Mittelpunkt verhelfen, so stelle man die 


durch den Kurvenpunkt gehende Gerade, welche auf der rektifizierenden 
Kante und der Hauptnormale senkrecht ist, durch die Gleichungen dar: 


= + -= 


und nehme wie oben: 


Ass LL 41, usw. 
dann folgt: 
1 


Д 
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$ 11. Die Abwickelung der Tangentenflächen. 


Wir gehen jetzt zur Untersuchung der Abwickelung einer Tangenten- 
fläche auf eine Schmiegungsebene ihrer Gratlinie über, und be- 
trachten ein nicht ebenes Polygon Р,, P, Р,,...Р, = Р; die Seiten 
des Polygons seien zu Halbgeraden verlängert, die in P. Р,,... 
beginnen. Die erste dieser Halbgeraden, die also die Punkte P, und P, 
enthält, nennen wir Q, ebenso seien die Ebenen durch die Punkte 
PPP. P,P, P}... mit Е,, Е,,... bezeichnet, die Winkel, welche 

von einer Halbgeraden und der 
ihr folgenden gebildet werden, mit 
81, Ba... Drehen wir die Ebene 2, 


2, um Р, Р,, bis sie mit der Ebene E 

р zusammenfällt, so wird die Seite 

Z P,P, in ihrer neuen Lage P,P,' 

К den Winkel ғ, Lë mit der Halb- 

B 0 geraden Q bilden. Die Ebene Ё, 


hat eine neue Lage E angenommen, 
aber der Winkel é, ist unverändert 
geblieben. Drehen wir nun die Ebene БЕ, um DP bis sie mit 
der Ebene E, zusammenfällt, so gelangt der Punkt P, in die Lage 
P! in E, und der Winkel, den die Seite D Р, mit der Halb- 
geraden Q bildet, ist & +&+&- Wir fahren mit деп Drehungen 
so lange fort, bis der letzte Punkt Р in die Ebene Е, gelangt ist. 

Wir denken uns nun das Polygon dadurch entstanden, daß man 
auf einer gegebenen Raumkurve ein Bogenstück von der Länge s in 
gleiche Teile zerlegt und die Endpunkte der Teilstücke Р,, Р,, Р,,... Р 
der Reihe nach durch gerade Strecken verbunden habe. Je kleiner 
wir die Teilstücke wählen, um so weniger werden die Winkel гу, &,... 
von denjenigen Winkeln verschieden sein, welche die in den Punkten 
Р,, Р,, Р,... vorhandenen Kurventangenten der Reihe nach mit- 
einander bilden. Für den Winkel der zu den Werten s und $ + 4s 
gehörenden Kurventangenten fanden wir im $3 8.198 die Entwicklung: 


Fig. 26. 


und können daher setzen: 


wenn der Halbmesser der ersten Krümmung der Kurve im Punkte P, 
mit о, bezeichnet wird, und #, eine nach ganzen Potenzen von 4s, 
fortschreitende Entwicklung bedeutet. Lassen wir nun die Zahl n 
unbegrenzt wachsen, so gehen die Halbgeraden in die positiven 


ттт 
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Halbtangenten, die Ebenen E,, E,,... in die Schmiegungsebenen der 
Kurve über, und zudem wird: 


Lim De, SE 


v=1 


Die Ebene, auf welche die Tangentenfläche der gegebenen Kurve 
abgewickelt wird, ist hier die zu s= О gehörende Schmiegungsebene. 
Nehmen wir in ihr die Tangente der Kurve zur &-Achse, die Haupt- 
normale zur n-Achse, so besitzt der Endpunkt des abgewickelten 
Kurvenstücks Koordinaten Ё, у, für die: 


aE. oon Ч e 
ge Us @ Тйл о’ 
0 0 


da offenbar die Länge des Kurvenstücks sich durch die Abwickelung 
nicht ändert, also auch das abgewickelte Stück die Länge s besitzt. 
Jetzt folgt: 


Defien offen fe] 


Dies sind die Gleichungen für die Koordinaten der 
Punkte derjenigen Kurve, welche durch Abwickelung der 
gegebenen Kurve auf die zu s =0 gehörende Schmiegungs- 
ebene erhalten wird. 

Irgendeine auf der Tangentenfläche der gegebenen Kurve liegende 
Kurve wird dargestellt durch die Gleichungen: 


х == 9,(5) + 9(5)а, у = 0ь(5)+ 9(5) 8, z= (8) + 9(5) у. 


Sie geht durch die Abwickelung uber in die Kurve mit den 
Gleichungen: 


D 


Е del SI | ds + ae | 
7 = (sin E ds + g(s) sin f 2. 
0 0 0 


Durch die Abwickelung kann die Bogenlänge der Kurve nicht 
geändert werden. Dies zeigt sich Be. folgendermaßen. Man hat 


dr 


"= a (1 +99) + 2909) 
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Für die Bogenlänge б der Kurve entsteht also die Gleichung: 


8 


o= TN ef + ә). 


0 


Se =(1+' (eil mfi- © sin f2, 
о 
а / . а ) di 
E = (1 + aal SE + © Е 
0 


о 


Aber: 


also: 
(2) + @) —(@+е'®)'+ ®- 


Die Bogenlänge des abgewickelten Stückes ist somit der Bogen- 
länge des Kurvenstücks vor der Abwickelung gleich. 

Für die Abwickelung von Kurven auf einem Kegel gilt 
das Folgende. Die Spitze des Kegels habe die Koordinaten д, Yọ; #1; 
die Richtungskosinus der Erzeugenden des Kegels seien A, (£), A,(t), A, (8). 
Die Funktionen A,,A,,A, sind die Koordinaten einer Kurve, die auf 
der mit dem Halbmesser Eins um den Koordinatenanfangspunkt be- 
schriebenen Kugel liegt. Wickeln wir den Kegel auf die Ebene ab, 
welche nur die zu {= О gehörende Erzeugende mit dem Kegel gemein 
hat, d.h. auf die zu ¢ = gehörende Tangentialebene des Kegels, so 
bildet nach der Abwickelung die zu ¿ gehörende Erzeugende mit der 
zu t= 0 gehörenden einen Winkel, der durch die Bogenlünge jener 
sphärischen Kurve zwischen den zu t und ¿= 0 gehörenden Punkten 


gemessen wird, d.h. durch JVE Wat. Eine Kurve auf dem Kegel 
0 
wird durch die Gleichungen: 
2=21,+9(0 4, у= -+0(@34,, z= 2+ gi 


dargestellt. Nehmen wir die zu ї = 0 gehörende Erzeugende zur 
E-Achse, so werden die Gleichungen der abgewickelten Kurve: 


ё = g(t) 7и T VEn (ба, n = g(t) sin J VENG åt. 
0 0 


1. Abwiekelung einer Raumkurve auf eine ihrer rekti- 
fizierenden Ebenen. Die rektifizierende Fläche soll hier nicht ein 
Kegel sein, da dieser Fall schon in $ 8 8. 215 behandelt wurde. 
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811. Die Abwickelung der Tangentenflächen. 
Für die Gratlinie der rektifizierenden Fläche fanden wir die 


Gleichungen: 


ds 


Die Bogenlänge der Gratlinie nennen wir s,, ihre erste Krüm- 


Es ist also л. = Ou (5) usw. 


mung у 
а 
Wir erhalten: 
ar! 
d 2 
туы ta) mag 
ds 
daher: 
df 
r Ek 
dn, "Ze ү ч 
FRE A8 D 
ER 
ds 

Ferner; 2 4 

da _ esche ES 

ds 27 22,48 

V'+() 
somit: д 
N о 
da 48 Ы 


таса 
a VHA VA 


Daher folgt nach der ersten Frenetschen Formel: 
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Wir setzen zur Abkürzung: 


83 
ds, 
03 


dann ergibt sich: 
at 
ER 
d 
ə=-f = + ds = 9, — arctg *, 
ak? 


) r 


wenn mit ®, der Wert des arctg £ für s = О bezeichnet wird. 
Wir erhalten jetzt: 


arctg z = 9, — 8, 


SÉ tg CG 9), 


з 


GE BE se 


ЕЕ 
cos (9, — 9) = р sin (д, — 9) = т = 
үп E үз+ (©) 
cos 9+ z sin 3, | віп 9, -$ сов Fo 
сов = — A їп o RE 


(eut) ү 


Das Integral ` ў, cos 905 geht über in: 
0 


одет: 
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Aber: 
dÉ 
LA Er 
D 2 
a E E F 
4° C 7) 
ar ze 
ds ds 
somit: 
art 
8 r о Ы 
d g 
f: = 198 = 8 — äi , 
0 ( ` a8 
Br: er 
ds ds 0 
und 
8: о D 
1 А т 
сов 9 05, = сов d, | — | — sin ® is — | — d 
0 at ge 
25 u 
ds 10 ds о 
entsprechend: 
D E. "Je 
, . LE Т 
Ја #аз,— эш ә, — | + cos 9,15 —| — 
а® 4 
0 
M a 
ds 10 ds Jo 
Aus der Gleichung: 
ру 2 
te, Vorl) 
23 = Ek = 2 + а ST, 
ge dÉ 
4 E 
ds ds 
folgt: 
врату 
ү: ck (2) 
IT ’ 
€ 
= 
ds 
EE 
Val 
wir müssen also 9 (5) gleich — ee nehmen. 
= 
ds 
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Wir erhalten daher: 


1 3 е d 
&E=cosd,| — | — вір 9\8 — а Б E АНИ SE 
о о о 
Те dÉ | 4° 
7 RS т 
ds 10 ds Jo de 
З 0 
сов 9, Bar az, А 
у s sin 9, 
Ба ао 
ds /s=0 ds /s=0 
8 
> 1 з g sin 9, — = cos Dy 
1] = sin 9, ЫЙ. + сов 8,15 Ee — UN 
= а d 
ds lo = Zei 


= T -+Е-8 сов 9,. 


Zwischen ë und т besteht also eine Gleichung von der Form: 
(E — р) cos 9, + (n — 4) sin 8, = 0, 
in der р, 9, 9, Konstante bedeuten, d.h. die abgewickelte Kurve 
ist eine Gerade. 
2. Abwickelung der Polarfläche einer Raumkurve auf 
eine Normalebene der Kurve. 


Für die Gratlinie des Ortes der Krümmungsachsen, d 1. der Polar- 
fläche, fanden wir in § 6 8. 210 die Gleichungen: 


ж ==2@-{10— et, usw. 


sowie: 


dë, _ ЖЕ dr do 
йв -a8 жети I)’ 
wo zur Abkürzung: 
o d'o dr ао ` 
п a 


gesetzt werde. | 
Wir nehmen zuerst an, daß die Polarfläche kein Kegel sei, also 
т nicht verschwinde. Die Bogenlänge der Gratlinie werde mit s, be- 


5 © es See 
zeichnet, ihre erste Krümmung mit SH 


2 
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Da: 
CE 
А dën л 
so ist: 
ds, El NEL 
das rada ЖӨЕ аб Re 
folglich: к f 
ae 
05 а 


Im vorigen Paragraphen wurde gezeigt, daB die Gratlinien der 
abwickelbaren Normalenflächen auf der Polarfläche liegen. 

Es soll nun bewiesen werden, daß diese Gratlinien bei 
der Abwickelung der Polartläche in gerade Linien über- 
gehen. Als Gleichungen einer Gratlinie fanden wir: 


x = 2 То Б до сф, usw., 


® 15 
GET er E 
VW 


und ғ eine Konstante bedeutet. 
Wir haben demnach: 
' de 
g — = Ale tgo +r 2): 
folglich: До 
9(%) =p tgp +r; 
Es wird ferner: 


8 


D Se D 
$ cos p,ds = -fz сов Pods, f sin Podl S, = -f7 sin pods, 
0 0 0 


0 


so daß: 


£ d 
t= — ft cos gads + (e tg (po + 8) + leng 


° 


à b 1 x 
n=- |: sin pods + (о tg (po + ғ) + rie) sin Qy 
0 


Man hat aber: 


D 


ГЕ cos pads = [0 sin ф}, -f sin podọ, 
0 0 
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Se god (r ©) = [ 29 сов о], + fsa Pado, 


f: сов pads -[e sin фу + „20 cos ol, 
б 
und entsprechend: 
fr sin pads =|- о сов Po + ra sin el 
0 
Setzen wir: 
2 а de . 
[о вп Фо + rI cos Pol, =P, [— о Cos фо + е7 sin | = 99 
во wird: А 
Е — р = ọ{— sin pa + с (Ф + £) cos po} = ==, 
pp Po T t8 (Po Poi = 0 сов фе) 
. cos E 
n—-q=olcsg,+ttg(ptE)n po) = оо. 
Daher: 


(Е — p)eose-(m—gsine=0, | 

und das ist die Gleichung einer Geraden. 
Wenn die Polarfläche ein Kegel ist, entsteht: 
| 
i 


£ = (e tg p + r ©) cos Pos q = (etg p +r 7E) sin Po 


mit der Bedingung: т = 0. Aus dieser Bedingung folgt aber, daB 
die Integrale: 


1: т сов deal, у т sin pods 


0 о 


verschwinden. Wir haben somit: 
я а 
озш Фо + er соз Qo = р, 


de . 
— 0 сов фу-+ 7” Ce sın Q= 0, 
daher: 


sin & 


£ — p = ọ (tg (po + £) cos фо sin po) ео т 


сов E 


n — 4 = о (tg (po + £) sin po + сов po) = ege EST 
also: 
(5 — р) сов в — (у — q) sin ё = 0, 


womit unsere Behauptung bewiesen ist. 
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812. Nähere Untersuchung der konischen Spirale. 
Wir fanden im § 1 9. 189 als Gleichungen der konischen Spirale 
die folgenden: 


= (k, s + 1) сов D = x log (k, s + 1)), 
y = (ts + 1)sin (=Ë iog в +1))› 
z=h(k,s+1). 
Die Gleichung des Kegels, auf dem die Spirale liegt, ist: 
а + 92 — те = 0; 


k bedeutet den Kosinus des э: сы unter dem die Spirale 
—— ist k, geschrieben. 


die Erzeugenden schneidet, und statt 


h? 
Für die Richtungskosinus der Tangente (§ 1 8. 189), der 
Haupt- = Binormale der Spirale ($ 3 б. 195), fanden wir, wenn 


=V- E log (k, s+1): 
«= k, cos ф — y1 – k?’ sin Ф, 


В = k, sin ф +V1— k? сов p, 


y= kik, 
poc г, ma а п = 0, 
mees (ES ES 
es —ħkæ ` килү: = AE EE 
al ee ee ИИ 
Für die erste und zweite Krümmung der Spirale ergab sich ($3 8.199): 
1 У-у, SN ї_—-—ҺҺуүї- р —hk, 
o 1,841 т ett ER уБ фі 


Mit Hilfe dieser Beziehungen findet sich für die Richtungskosinus 
der rektifizierenden Kante: a = 0, b = 0, с = 1, d.h. diese Kante ist der 
Kegelachse parallel, und die rektifizierende Fläche ist der Zylinder, der 
auf der xy- Ebene senkrecht steht und aus ihr die in $ 1 S. 189 betrachtete 
logarithmische Spirale ausschneidet. Die Erzeugende dieses Zylinders 
schneidet die konische Spirale unter dem konstanten Winkel, dessen 
Kosinus k, h ist. 

Für die Koordinaten des Mittelpunktes der zu s gehörenden 
Schmiegungskugel erhält man: 


k s+1)k? k s+1)k? , 
SETE cos P, Y= — Боко sin p, 


= — 


а= (68+ 1) № 8)+1 


A0 — EI 
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Um von der Lage dieses Punktes ein anschauliches Bild zu be- 
kommen, betrachten wir die durch den Punkt (x,y,2) gehende Normale 


des Kegels. Ihre Richtungskosinus sind proportional 2, y, — oder 


. 1 
cos Ф, sin p, — > 
Nehmen wir diese Richtungskosinus in der Form: 


= h сов ф 1 sing Я d e 
ү Р?” yirm yırm 
so stellen sie die Richtungskosinus derjenigen Halbnormale des Kegels 


dar, die von dem Punkt (2, у, 2) ausgehend die positive 2-Achse 
schneidet. Die Entfernung des Schnittpunktes vom Kurvenpunkt 


(2,9, 2) ist gleich 3 HIT. Da; 


(k, s+1)cos ф (k,s+1)sin p Йй 2 bett 
SE pe Ee 8 


e тиет У {Шис 00—18 ES 


so liegt der Punkt (£3, Yə, 2) auf der positiven Halbnormale des 


Kegels und hat vom Punkte (2, у, 2) den Abstand a Ar 


Dieser Abstand ist größer als der Abstand азаи а eeh, 
Wir zeigen jetzt, daß die Polkurve ebenfalls eine konische 
Spirale ist. 
Sie liegt auf dem durch die Gleichung: 
„2 2 2 kth? 
Gig er, 
Dien pl 
bestimmten Kegel. Setzt man zur Abkürzung: 


1+Һ(1—®”) 
ћ = Ran H 


2 


so wird: 
akt +h’, 


л? ER Dh + 2 = Lä Sp 1) qE ЁЗ)? 


Die Richtungskosinus der vom Nullpunkt zum Punkt (x,, Yz, 25) 
hingeriehteten Erzeugenden des Kegels sind daher: 
== бойро) sin ps hi Зад 
Vi+h® ү? Vith’ 
Die Richtungskosinus der Tangente der Polkurve sind 1, u, v. 
Für den Kosinus des Winkels dieser Tangente und der Kegelerzeugenden 


erhält man: —— 
Д н 
к= dis а. 


Ver 
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Die Polkurve ist also ebenfalls eine konische Spirale. 
Es liegt nun die Frage nahe, ob nicht der Kegel, auf dem die Pol- 
kurve liegt, mit dem ursprünglich angenommenen Kegel zusammen- 
fallen kann. Dies ist der Fall, wenn №, gleich A wird, wo dann: 
14}? 


Re 


Da К#< 1, ist diese Gleichung nur möglich, wenn h>1, d.h. 
wenn die sogenannte Kegelöffnung weniger wie einen Rechten be- 
trägt. Dies folgt auch geometrisch, da die die positive 2-Achse 
schneidende Halbnormale des Kegels den Kegel noch einmal treffen 
muß, und zwar im Punkte (x3, уз, 2). Sobald also > 1, gibt 
es auf dem Kegel einfach unendlich viele Spiralen, die aus einer 
von ihnen durch Drehung um die Kegelachse entstehen und deren 
Polkurven dieselbe Schar von Spiralen bilden. Es gilt nun die Größe 
der Drehung zu bestimmen, die aus einer dieser Spiralen ihre Pol- 
kurve erzeugt. Für den obigen Wert von k werden die Gleichungen 
der durch den Punkt x = 1, y = 0, 2 = h gehenden Spirale: 


8 
z= (кут +!) °% у= (9% ve Eë 
und hier bedeutet s die mit wachsendem 2 wachsende und vom Punkte 
mit den Koordinaten х= 1, у = 0, z =h an gerechnete Bogenlänge, 


während ф gleich Yh?—1 log (2275 ) ist. Die Gleichungen der 


= +1) sing, $ = 


Polkurve der Spirale sind: 


а= —( ы +1) eos g, ET = +1) sing, 


һү? h? AV? h? 
жеу, ишы, 
= (7 + d б 


Um diese Gleichungen mit den vorigen vergleichen zu können, 
ist zunächst s durch die Bogenlänge der Polkurve auszudrücken. 
Wir fanden im & 6 8. 210: 


de, dr de 
ШЙ (+ +796 + Sch 


Man hat aber jetzt (88 8. 199): 


8 
КАШЫ, 2 ar) 
= (уз SES y2 | 
CES „era К ge we! 
folglich: 

da, _ a AL: 

ds PT 
у, Lilienthal, Differentialgeometrie. І. 16 
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und, wenn s, mit s wachsen soll, 
ds, Ak 1, 
ds M-ı’ 
a d G 
s= E А (h’— D 
EI 
Für z, ergibt sich der Ausdruck: 
s—C h +1, 
ү? + һ—1 


Nun sollte die Bogenlänge von der Ebene mit der Gleichung 


2 =h an gerechnet werden, also für 2, = h sollte ,—= 0 sein. Dies 
liefert: 25 
2y2ah 
Ө 9025, 
und: е 
8, 2—1) ул 
Сш ЕЕ ЧЕЛ 
so daß: 4 
8 20,2, R®—1 
nya | l (кук + Hee: 
E log (7 +1) + ҮЙ—11оң Se 
Nehmen wir пир 5, = $ und: 
v= VT log Le +1) ++ У ов, 
so erhalten wir: 
8 : 8 
Za = (ут + 1) cos Y, Y= (ху: + 1) sin Y, = Ж +, 


dh die Polkurve ist aus der gegebenen Spirale durch eine Drehung 
um die z-Achse von der Größe x + Vh? — 1 log RF entstanden. 


II. Die Umgebung eines außergewöhnlichen Punktes. 


§ 13. Tangente, Binormale, Hauptnormale. 
Bei einer durch die Gleichungen: 


G= һҺ(®, у = [(0), г= ët 
gegebenen Kurve zogen wir bisher nur solche Punkte in Betracht, 
bei denen die ersten Ableitungen CT), A'E), /, (0) nicht zugleich 
verschwinden und фе Krümmungen —; = endliche, von Null ver- 


schiedene, Werte besitzen. Sobald diese Voraussetzungen nicht sämt- 
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lich bestehen, ist eine neue Untersuchung anzustellen, und man hat 
zwei Wege zu beschreiten. Erstens sind für den betreffenden außer- 
gewöhnlichen Punkt die in Frage kommenden geometrischen Ge- 
bilde aufzusuchen, und zweitens hat man die betreffenden Gebilde 
für einen in hinreichender Nähe des außergewöhnlichen Punktes 
liegenden gewöhnlichen Punkt zu berechnen und ihr Verhalten beim 
Grenzübergang an den außergewöhnlichen Punkt festzustellen. 

Wir nehmen an, daß v, der kleinste Wert der ganzen positiven 
Zahl n sei, für den die drei Ableitungen Gi, Gi", (À nicht 
gleichzeitig verschwinden. Dabei ist nicht ausgeschlossen, daß v, den 
Wert Eins besitze. 

Ferner bedeute E eine der Zahlen 1,2,3 und es sei: 


Ih = fait + M)— hÀ. 
1. Die Tangente. Man hat: 


1 ТОДА а; 


N (v) W 
а, sf = MOER 


Vz VEY 5( äi д? = A 


Ist CT" gleich Null, so geht die rechte Seite dieser Gleichung 
beim Übergang zu 4t=0 in die Null über. Ist aber /'” von Null 


verschieden, so erhalten wir, wenn e gleich +1 oder — 1 ist, je 
nachdem 4t positiv oder negativ ist, als Grenzwert der rechten Seite 
für 1t=0: 


WK 

“Ууз 

ГЕТ 
Ziehen wir von dem dem Werte ¿ entsprechenden Punkt aus durch 
den dem Werte 2+ At entsprechenden hindurch eine Halbgerade, во 
ergeben sich beim Übergang zu //# = 0 zwei Halbgerade, die zu- 
sammen eine Gerade bilden, wenn v, eine ungerade Zahl ist; es ergibt 
sich nur eine Halbgerade, wenn o, eine gerade Zahl ist. Im letzten 

Fall besitzt die Kurve an der betrachteten Stelle eine Spitze. 

Unter а, В, у verstehen wir die Richtungskosinus derjenigen 
Halbtangente, die sich beim Übergang eines positiven 4t in die Null 


ergibt. Setzen wir noch: 
= VE), 


fi (эу) h (m) ГАФ 
«== H ка H Ces шт, 


w 10 7 ш 


so ist: 


Um das Verhalten der positiven Halbtangente in einem gewöhn- 
lichen Punkt beim Übergang zu einem außergewöhnlichen Punkt zu 
CARINET MATEMATYCZNY 

Wow FCI. OO aalen Шаани йшй 
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untersuchen, nehmen wir den absoluten Wert von St so klein, daß 
im Intervall von 2— ft bis zu t+ 272 mit Einschluß der Grenzen 
sich außer £ kein Wert befindet, dem ein außergewöhnlicher Punkt 
entspricht. Dann ist: 


ОЛО ENT, ae. 


vzY'(t+4t)? VER (t+ 20° 20)? 
з (24-21 
Aber man hat: Аа Ee 
pt 4) = г E 
folglich: w di ap S ge 
dt=0 VE @+ 40 w 


Wenn v, eine ungerade Zahl ist, erhalten wir: 


Li Li A 
а, „et +40) = а, Er + 40) = В, 


Li ee 
„Lin im уф +4) =}, 


(4t= 
wenn v, eine gerade Zahl ist, entsteht: 

Lim a(t + 4t) = ea, usw., 
d. h. die für ¿+ 4t vorhandene positive Halbtangente geht bei 
Ais 0 in die für £ definierte negative Halbtangente über, wenn 


4t als negativ betrachtet wird. Die Richtung der positiven Halb- 
tangente macht an einer Spitze einen Sprung von der Größe л. 


2. Die Binormale. Die Richtungskosinus A, u, v der positiven 
Binormale wurden im $ 3 5. 191 definiert als die Grenzwerte der 
Ausdrücke: BA y Ay 
ИХ 2: — улу)? 
für At = 0. Мап hat aber hier: 

1 1 vh) ein +n) n) ptn) vn 
Р a сты di – Б ћ ) at | 


Wir bezeichnen mit », den kleinsten Wert уоп ж, für den die 
Determinanten: 


ee 

nicht gleichzeitig verschwinden. Dann beginnt der Ausdruck: 
(42 — улу)? 

mit дег 2(v, + v) Potenz von 4t, und es ergibt sich: 

grı tr САФТА ri — һе”? 


у Did ie бз) у f DATE), 


USW. 


А = › usw. 
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Wir sehen, daß wir stets auf eine einzige Schmiegungsebene 
kommen, daß aber die positive Binormalenrichtung und damit der 
positive Drehungssinn in der Schmiegungsebene nur dann eindeutig 
bestimmt ist, wenn v, + », als gerade Zahl auftritt. Ist v, + v, un- 
gerade, so ergeben sich entgegengesetzte positive Binormalenrichtungen, 
je nachdem man sich dem außergewöhnlichen Punkt von der einen 
oder der anderen Seite aus (4t — 0, oder 4t < 0) nähert. 

Um das Verhalten der für einen gewöhnlichen Punkt festgelegten 
positiven Binormale bei der Annäherung an einen außergewöhnlichen 
Punkt zu untersuchen, benutzen wir den im ersten Teil $ 2 8. 8 
bewiesenen Satz, nach welchem die Entwicklung der Determinante: 


па ара A0 = ада + 0) 
mit дет Gliede: 
en wer a 

D — 1)! (ә, 9 —– 1)! 
beginnt, falls die Determinante: 


АЧ fh” FA) AI ANE +n) 


für alle Werte von n von 1 bis v,— 1 verschwindet, während /ү"%) 
und /,) nicht zugleich verschwinden. 
Wir haben hier: 


ТИСТЕР ОИ 

V ale +аб”@ + ау—/@+абл/'@+ 40) 

Der Ausdruck unter dem Worzelzeichen beginnt mit le 
somit folgt beim Übergang zu 4t = 0: 


en PET RS) ж. 


VERORE) rt)? 

Ist v, eine ungerade Zahl, so erhält man im außergewöhnlichen 
Punkt nur eine positive Binormalenrichtung; ist v, gerade, so ergeben 
sich zwei einander entgegengesetzte positive Binormalenrichtungen, 
je nachdem man von der einen oder der anderen Seite aus an den 
außergewöhnlichen Punkt herangeht. 

3. Die Hauptnormale. Die Richtungskosinus der positiven 
Hauptnormalen wurden festgelegt durch die Gleichungen: 


САСА Б) АУА iF Wl Аё Wb wg 


r USW. 


1= уи v, m=av— yl, п = ВА — cu. 
Dies liefert, wenn wir die erste Bestimmung von A, u, v benutzen: 
а: "+ vaf p D (AOD p km ET, Dpat "ii = Ié Ae dung = RORA Ka |, 
wW 
+) wi AD ‚р, +) 
: wW d 


oder auch: 


l= 
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ag W = VEN Wr? 
gesetzt ist. 

Gehen wir mit der für einen gewöhnlichen Punkt festgelegten 
positiven Hauptnormale an einen außergewöhnlichen Punkt heran, so 
ist der Grenzwert des Ausdrucks: 


надад) ад") аад) д0 "4-29) 
VER LAD үз(,'@+49,'@+4®—1, @+4®" @+ 20)? 


für 271 = 0 zu bilden. Dies liefert genau denselben Wert von } wie 
vorhin. Wir erhalten daher stets nur eine positive Hauptnormalen- 
richtung, wenn o, +», eine gerade Zahl ist, sonst zwei entgegen- 
gesetzte positive Hauptnormalenrichtungen, je nachdem man sich von 
der einen oder anderen Seite aus dem außergewöhnlichen Punkte 
nähert. 


| 
8 14. Erste und zweite Krümmung. | 
| 


1. Die erste Krümmung. Wir benutzen die am Schluß des 
510 8.229 gegebene Erklärung des Halbmessers der ersten Krümmung, 
nämlich: Trägt man auf einer Tangente vom Berührungspunkt aus 
die Strecke mit der Maßzahl 4s ab und legt durch den Endpunkt 
der abgetragenen Strecke eine Parallele zu der dem Wert (s + 4s) 
entsprechenden Hauptnormale, so schneidet die senkrechte Projektion 
der Parallelen auf die zu s gehörende Schmiegungsebene die zu s ge- 
hörende Hauptnormale in einem Punkt, der für 4s = 0 in den Mittel- 
punkt der ersten Krümmung übergeht. Wir müssen hier auf die im 
$ 9 5. 223 abgeleitete Gleichung: 


h,(Zaf AM, — 5А, A ХА, ЛА) 
= Sh Ahl ELAn + 244, Ah) – (ЗА) + 22,44) 
zurückgehen, da wir nicht mehr annehmen, daß die Richtungskosinus 


4,+24,, 4+ 45у, А. РАЛА, nach ganzen Potenzen von 4s entwickelbar seien. 
Man hat hier zu setzen: 


ар = «48, Afr = 848, Afy=yA4s, 
„el, = т, А, == п. 
Dadurch verschwindet 24, 29. und es kommt: 
h 481+ 14). 
Min БУУЛ! 
Nun ist: Ze + 20) (1 41) = О, somit: 
аваа) __ 
1 ` ZitetAet Хдо 21 
Die niedrigste Potenz von It im Zähler von A, fällt zusammen 
mit der niedrigsten Potenz von At in der Entwicklung von 4s; 
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die niedrigste Potenz von 4t im Nenner von h, fällt zusammen mit 
der niedrigsten Potenz von At in der Entwicklung von Ziie + Де). 
Man hat: EA 
- [VZR @ўө, 
t 


oder, wenn wir 9 gleich ¿+ т nehmen: 
di 
45 = [VER EF тт 
0 


Die Integrationsveränderliche т ist positiv oder negativ, je nach- 
dem 4¢ positiv oder negativ ist, somit: 


rn TRETEN Le 
Vë (+ т)? = к VER echt, 
ds = Är VIR Ar A 


Um die Entwicklungen уоп Zl(@ + Де) zu erhalten, berück- 
sichtige man, daß die Determinanten: 


AEI A a = һе? Б^“ ta, ба) = ће), 
ПАЈА — АЛАЯ +а 
als verschwindend angenommen wurden, solange а der Zahlenreihe 
1,2,...9,— 1 angehört, daß aber für a = v, die drei Determinanten 
nicht sämtlich Null sein sollten. Bedeutet daher Ё eine der Zahlen 
1, 2, 3, so bestehen Gleichungen von der Form: 
А+ = Di ln), Аб) = Han AN ftd =» py af. 
Setzt man nun: 


Pun- 
VI т +2 - аны a 
„4 + кеш бисер SC ek +e Кс, сй RS 114 9022), 
у — D (8 Apit n=? 
ай А t A g'a), 
so ergibt sich: pitra 
fr(t К At) ж, А00) т А9020 S (>, +», у саас а 
Op rt 
(++ A) = 9040) + At 


Die Ausdrücke für die Richtungskosinus [, m, n benutzen wir in 
der Form: 
tl wf” SERA fl Sr Ile Dt) 


, usw. 
wW 
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Man hat: 
Ifi (w fht v) — fpe PH AGU A ЕІ Séil = 0, 


Ifat» (whet = fi а УА о + all = W?, 


ИХТ + 0) тут SEET EE 
Es ist: 
WEE 
4 рде 2-20) Л 
folglich ар" VER EFA ; 
olglıch: 
ч КЕТҮ ү 1}! |, 
й San a ee 
un amıt: 


e” H” (v +1)! w’ 
a= aN 


Ар» + SÉ 


Beim Übergang zur Grenze dt=0 ergibt sich ọ=0, wenn 


mz n; ferner: 
2, — 1)! 0° 
Ge, (Go, 1)! И" 


wenn v, == n; endlich о = œ, wenn v, <v, und zwar erhält man 
nur einen unendlich fernen Krümmungsmittelpunkt oder zwei nach 
entgegengesetzten Richtungen hin unendlich fern liegende Krümmungs- 
mittelpunkte, ja nachdem a, +», eine gerade oder eine ungerade 
Zahl ist. 

Wollen wir mit dem für einen gewöhnlichen Punkt definierten o 
an einen außergewöhnlichen Punkt herangehen, so ist der Ausdruck: 


(VZR EEIN) St 
(EE @+ 40," @+ а®)* 


zu bilden und nach Potenzen von 4t zu entwickeln, 
Man erhält: 


et + 20) = 


= 8 10 
(CERD кыл, 
Ze „—1 27, +r — 3 on 

{к Die, rn, ДИ" кё. Z 


"(р в, — 1)105 um 
== 2 Ар.» ... 
»‚((>,— 1)!)* W „ЖЛЕ, 
und daraus ergibt sich beim Übergang zu At = 0 dasselbe Verhalten 
von о wie vorhin. 


жй y, 


°(Ф#+ 4t) = 


2. Die zweite Krümmung. Legen wir wieder zuerst die im 
5 10 8. 229 gegebene Definition zugrunde, so haben wir zu setzen: 
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af = А48 Аў = HAS, Afz=vds 
und el 


4 = т, Аз = н, 
so daß: 
250+ 212) 


= — za 


Die Gleichung: 
Z(+ 2010 + 2) =0 


ergibt: ХАЛІ = — 2141 — Sai At, 
somit: AC det {+ 1241) 
и а 21) 52121 


Das Glied mit der niedrigsten Potenz von At im Zähler bzw. 
Nenner von h, stimmt überein mit dem entsprechenden Glied in der 
Entwicklung von 4s bzw. Х1(4 + 44) 

Die Zähler von 4 + 41, u + Ju, v + Av sind gleich: 


fa (+ ADR! E+ 20) — END + ADR! 40), usw. 
Um diese Determinanten, soweit wie nötig, nach Potenzen von 4t 
zu entwickeln, nehmen wir an, dab die Determinante: 
(rm) m) (>) 
1.00) ДО) bi) 
dE mr) (nt) 
ћ (0 h © fs @ 
(mtr +a) (2+ rta) (+r a) 
MoO ОНУ О 
verschwindet, solange die ganze positive Zahl a kleiner als v, ist, 
daß sie aber für a = v, einen von Null verschiedenen Wert besitzt, 
den wir mit D bezeichnen wollen. Dann gibt es nach einem be- 
kannten Determinantensatz für a < v, eine Darstellung der Elemente 
der dritten Zeile obiger Determinante in der Form: 
ња) o) ESA) 
һ @ Datei + да (0, 
wo k eine beliebige der Zahlen 1,2,8 bedeutet. Setzen wir daher: 


(At) = g(At) +- Zati Annet A Ent? ирта 


(>, »,-Е1)! @,+»,+2)! 
er „_Pntn-1 аа а 
as (>, Be ED 
1 +4» 
0 Ее РҮ" 
In— E WE wl lt 
у. АТ Ta ) 
so ergibt sich: 
a Ыш 
аад + RONAN +) MANH 9 тан. 


Ge, Leck 
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Wir erhalten: 
le + de + дй) — Eile Ad + 20 


(mtra) (m) (+) (9) 
= {h O hO — (0 f OHI HT" (At) — (At) (A) 


(mtrt r) Mit rtr) 
HBOR @) acht (0 |> 
NC Lë NA n„+r+n—1_ I 020 ЕЕЕ vitt —2 See 
it Wit”: +” 2)! a | ji 
tr) Ort rt r) Hra (mtrt) 
+AOR © -RUR GE 
gel (4t) hut ge Lt 494-0 а 
теты! EP 1 a ET eo | + 
Dabei ist: 
g (A)g," (40) ga)" (A) = к ЕЕ Ka, 
___4 (4%) x м4, 1 Ah \d (At) Si? r +r Hr — 2 
Geh d SEU Go @+»+{,—2)! H 
Е: vat 9s AEE S E Lt, 
СР рата ee 
RES HH 7424 03 — EN (at) _ г би ЖАЗГЫ То 
Ee ЛА re ee 7 ec? 
Vs 


EE E „ш. „алын ук к 4... 
+ Ener E 
Für den Nenner von 4 + 41 ergibt sich hiernach: 
VERE ADRE + AN’ f 1 AFR 20) 
Ce nm {0 — 
ее и e 
Bei der Berechnung des Ausdrucks 21( +44) berücksichtige 
man, daß die Summe: 
ZAO fa @ + Af" E+ ай) — Fe + ADR" E+ At) 


mit der Ze, + 22, + v, — Bien Potenz von 4t beginnt, während die 
Summe: 


жүз, @ + ADRE + 40 — ту @ + 200 20) 


mit der 22, + v + »,— 3t Potenz von dt, also einer niedrigeren 
Potenz wie der vorigen, beginnt. Man erhält: 


Een Ae тарар E 
®1(5 +41) 2—1 lo a Wi Р 
folglich: 


v, (v, Hr +r — 1)! W? унн у 
Фе, е) үүн жаг ТТ Т „у-н. 


Ass — 
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Wenn »,>»,, so ist an der betrachteten Stelle r= 0; 
wenn v; <v, so ist ап der betrachteten Stelle ғ unendlich, 
und zwar, je nachdem v, — v, gerade oder ungerade ist, ergibt sich 
ein unendlicher ferner Mittelpunkt der zweiten Krümmung auf der 
Hauptnormalen, oder es sind zwei nach entgegengesetzten Richtungen 
hin unendlich fern liegende Krümmungsmittelpunkte vorhanden. Wenn 
endlich v, gleich v, ausfällt, ergibt sich ein endlicher, von 
Null verschiedener Halbmesser der zweiten Krümmung mit 
dem Werte: 


An 0—1)! И? 
(w)! @ all D 

Dasselbe Ergebnis muß sich auch dadurch herleiten lassen, daß man 
mit dem für eine gewöhnliche Stelle gebildeten Ausdruck von r an 
eine außergewöhnliche Stelle herangeht, mit anderen Worten durch 
Bestimmung des Grenzwerts (4t = О) des Ausdrucks: 


Ilh HADR" AE IL 4," +0)’ z 
A" @-+ а) ('@+4%0,' Hah Hah" +a) 


Hier beginnt die Entwicklung des Nenners mit dem Gliede: 


r(t + 20) = — = 


(с ET Зо ыы а к Ыт + E aa I кз 
(э, — 8)! (0,4-0 — 1)! (0, оь Б – 1)! (в, — 1)! (m +, — 3)! (и +, +, – 1)! 
Vo 3r + 2m- n— 6 

Рл (ә, — 1)! (r +r —– 1)! е Dat d 


oder: 


Va Vs (0 pel D ABF? E 
(®— 1)! (wm, +r— 1)! (>,-Е»,-Е»,— 1)! ? 


wir erhalten daher: 


Д ЧҮ. жа Va (m+? Toat) UE EG n— r 
"#+ 40) = Ж ШУО E D 41 Ее 


woraus sich für den Grenzfall 28 = 0) dieselben Folgerungen wie 
vorhin ergeben. 


815. Die Bogenlänge als unabhängige Veränderliche. 


Betrachten wir die Koordinaten einer Raumkurve als Funktionen 
ihrer Bogenlänge s(x = g,(s), у = 9,(8), = = }(8)), so lassen sich 
die für eine ebene Kurve im ersten Teil $5 durchgeführten 
Entwicklungen ohne weiteres auf eine Raumkurve übertragen. Es 
sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem nämlich die Koordinaten 
an der Stelle s + 4s nach ganzen Potenzen von 4s oder nach ganzen 

1 1 


Potenzen von 27,5" = (e"-14s)": entwickelt werden können, Im 
ersten Fall bezeichnen wir mit Ё den kleinsten, die Eins übertreffenden 
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Wert von a, für den die Ableitungen g,® (s), g® (s), g® (s) nicht 
gleichzeitig verschwinden, und erhalten: 


B(s + 45) = g (8) + д, (5)45 + TRO 18+ Ao WE: 
Die Richtungskosinus der positiven Halbtangente im Punkte (s) 
sind: 
с g (8), В == Ф (s), лү 05 (5), 


die der positiven Hauptnormalen: 


та Ааа о. Аш. 
2:=0 ҮХ9,"(84- 28) У ,® (в)* 

т = ё E Se, E ы. 
Vzalfen Vzafsn 


Dies stimmt mit der früheren Bestimmung der Hauptnormalen 
іп $13 8.245 überein, da hier „=1l,,=k-—1. 

Für den Halbmesser der ersten Krümmung ergibt sich die Be- 
ziehung: ajal 

ois + 4s) = Er 

Sobald k> 2, wird der absolute Betrag von о bei As = 0 unendlich 
groß; es gibt dann einen oder zwei unendlich fern liegende Krümmungs- 
mittelpunkte für die Stelle (5), je nachdem E gerade oder ungerade ist. 

Um die Entwicklung des Halbmessers der zweiten Krümmung 
vorzunehmen, setzen wir fest, daß k, den kleinsten, von Null ver- 
schiedenen Wert von a bedeuten soll, für den die Determinante: 


9 (8) ga (8) gs (s) | 


(k) Wal (k) 
gı (5) Ф (8) 9з (5) 
(k-Ha) (k+a) (к-а) 
| 9, (5) 9 (8) 9 (8) | 


von Null verschieden ist. Der Wert der Determinante für a = k, 

werde mit D, bezeichnet. Am einfachsten bedienen wir uns der 

5.251 für r(t + A0 gefundenen Entwicklung. Statt i tritt hier s auf, 

die Zahlen v, »,, v, haben hier der Reihe nach die Werte 1,k—1,k.. 
Die Zahl W? ist gleich: 


А (k) , (k) S 

2(, (HE) — 9 (8)0» (9) . 

Die Entwicklung des identisch verschwindenden Ausdrucks: 
Х01'(5 + 18)? —– 1 
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nach Potenzen von 5 liefert die Beziehung: 


(0) (k) Wal 
HIHI HEILEN) + HH) = 0, 
folglich ergibt sich: Di 
W= Sien 


Wir erhalten daher: 
ktk) Zeller 11.4 
r(s + 4s) Fee er = 7,28 KÉ HEI 

Für 1s=0 bleibt r endlich, wenn k = 1. 

Falls die Entwicklungen der Koordinaten an der Stelle 
5 + 218 nach gebrochenen Potenzen von 4,5 fortschreiten, 
besitzen sie die Form: 


Mt Va 
g(s + 45) = 0, + 90(8) 4,5 + д, ds * +- usw. 
Die Richtungskosinus der positiven Halbtangente an der Stelle (5) 


sind hier: 
«== 910(8), В = Ф0(58), У = 90(8), 
die der positiven Hauptnormalen: 


Gah ` te О ae 


Vë, O Vë, (8) (ECH 

Für den Halbmesser der ersten Krümmung an der Stelle (s + 4s) 
ergibt sich: е 

1 D 
SL 218 рпф 1 =з D de: 
е; V 2:09,"(8 +28)? >, (т +»,)ү 29, éi = H 
Wir können diese Entwicklung auch aus der S. 248 für ott 20 
1 


l Déi +» 


Жу — Иш 


gefundenen herleiten. Nehmen wir nämlich 4,5”: = т, во lassen sich die 
Reihen für g (s+4s), 9(8 + Js), 9,(s+ 25) als Entwicklungen 
nach ganzen Potenzen von т für die Umgebung der Stelle т = 0 auf- 
fassen, so daß: 


%(5 + 45) = Ф, (т), (S + 48) = Ф (7), 9%(5 + 4s) = Ф (7). 
Dann ist: 
(э) D'Land 
ф,(0) = v! g(s) pı (0) = (r, + mW)! 91,,,(8), usw. 


Infolgedessen erhalten die а.а. О. mit w und W bezeichneten 
Zahlen die Ausdrücke: 


w=n!, W= n! (nm, + n)! V Än А 
wo die letzte Gleichung auf Grund der Beziehung: 
Ф0(8) 9, (8) + oe) + (8) 9,» (5) = 0 


gewonnen wird; somit: 


о(т) = о(5 + 4s) = dıtr ы т"—% 4... w. 2. b. w. 
ee) ot) ү (9) ; 
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Auf diesem Wege soll auch der Halbmesser der zweiten Krümmung 


bestimmt werden. 
Der kleinste, die Null übertreffende Wert von a, für den die 


Determinante: 
Ф0(5) IzS) зо (5) | 
| 91,.(8) #з,›.(8) VRAG) 
| Inntal) ` Gate?) 9з, ав) | 


nicht verschwindet, ist gleich v, Man überzeugt sich hiervon leicht, 
wenn man die beiden Seiten der identischen Gleichung: 


fi @+ 4) A GHAD f HAA) g (st4s) ф (6448) g! (s+4s)| 1 
А” (+40) f! +4) R" HA) = p" (8+8) g" (5+. Аз) g" (+48) (GG) 
SAIL 20 рт 20 ТУ" @+ At) 14" (8-25) "(8+ 475) "(8+ 48) | 


nach Potenzen von Jt entwickelt. Es ist v, zugleich der kleinste, 
die Null übertreffende Wert von a, für den die Determinante: 


Ко; 0) 
GEN Ф, (0) 9;(0) 
01%) (riva) m+ Va) 
ge, (0) Ф (0) Фз (0) 
(tv a) Mtra) “rtrt а) 
pı ( pa (0) Ф (0 
nicht verschwindet. 
Für a = v, werde die vorletzte Determinante mit D,, die letzte 
mit D, bezeichnet Man hat dann: 


"2, = 2! GE v)! СЛ СЕО 


somit ergibt sich unter Benutzung der 8.251 für r(t + 4t) gefundenen 
Entwicklung: 


DE 


2,8 " +... 


Vi Va (>, + a) 29, MOH 


r(t) = r(s + 48) i= Pr (>, -Е >) (>, + >„-Е 7) Ze! 


Der Halbmesser der ersten Krümmung besitzt an der Stelle (s) 
einen endlichen Wert, wenn v, = v, In diesem Falle ist: 


4 
" у 2 у 2а, Wi (8)? 
Der Halbmesser der zweiten Krümmung besitzt an der Stelle (5) 


einen endlichen Wert, wenn v, =v, In diesem Falle ergibt sich: 


pe ` Zi 


аА) Т аш 
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Sind beide Halbmesser endlich, во ist v, = v, = v,, und für r be- 
steht die Gleichung: 


$16. Die senkrechten Projektionen der Umgebung eines außer- 
gewöhnlichen Punktes einer Raumkurve auf die Seitenflächen 
des begleitenden Dreikants. 

Um das Verhalten einer Raumkurve in der Nähe eines außer- 
gewöhnlichen Punktes zu untersuchen, projizieren wir sie senkrecht 
auf die Ebenen des begleitenden Dreikants. Diese Ebenen werden 
nicht beeinflußt durch die Art und Weise, wie man die positiven 
Teile der Binormale und Hauptnormale festlegt. Wir benutzen daher 
diejenigen Bestimmungen der positiven Teile der Tangente, Haupt- 
und Binormale, die sich für = 1 ergeben, so daß: 


у die E SEH 
GG 
BS гыбы ZU, Il? ROSA E 
wW 
ren E 
wW 


wo: 


W = үзө] рор) 
Wie in § 4 5. 201 sei: 
&= «л, + 864%Ь+у4, 
= 1АЛ]-+т®А4һЬ-+ ndfs, 
{лл ышА + Ар. 
Hier ist die Entwicklung: 


е ъл R (mtrt 9) 
Afs fi 9g, (4i) T fi ү (At) Sp на DEER 


zu benutzen, wo g,(ft) mit dem Gliede 1ле 1, Q(t) mit dem 


(»,)! 
Gliede SCH ji Att” beginnt. Wir erhalten: 
re 1 = у, ноа 
„+21 ... 
Ge E EE 


1. Die Projektion der Raumkurve auf die Schmiegungsebene wird 
dargestellt durch die Gleichungen: 


ed y= Atıtr-... 


НИ), ШҮ, 
ww, +93)! 
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Die im ersten Teil $ 1 S.5 benutzten Zahlen v und A bezeichnen 
wir fortan mit v' und A’ und erhalten v' = a, 4'= v. Die Projektion 
besitzt im außergewöhnlichen Punkt, wenn v, ungerade und v, ungerade, 
eine gewöhnliche Tangente; wenn v, ungerade und v, gerade, eine 
Wendetangente; wenn v, gerade und v, ungerade, eine Hellebarden- 
spitze; wenn v, gerade und v, gerade, eine Schnabelspitze. 

2. Die Projektion der Raumkurve auf die Normalebene wird dar- 
gestellt durch die Gleichungen: 

АЎ; DN IW D 

1 = 20, F va)! = Wis, 2 4 2)! 

Für die Zahlen Ad und A’ erhalten wir hier die Werte v, + 2, 
und 2з. Die Projektion besitzt im außergewöhnlichen Punkt, wenn 
v, + v, ungerade und v, ungerade, eine gewöhnliche Tangente; wenn 
v, + v, ungerade und v, gerade, eine Wendetangente; wenn v, +», 
gerade und v, ungerade, eine Hellebardenspitze; wenn v, + v, gerade 
und v, gerade, eine Schnabelspitze. 

3. Die Projektion der Raumkurve auf die rektifizierende Ebene 
wird dargestellt durch die Gleichungen: 

E= ya 
=. -Wim trto)! 

Für die Zahlen d und A’ ergeben sich die Werte v, und v, + 2; 
Die Projektion besitzt im außergewöhnlichen Punkt, wenn v, ungerade 
und v, + v, ungerade, eine gewöhnliche Tangente; wenn v, ungerade 
und v, + v, gerade, eine Wendetangente; wenn v, gerade und v, +», 
ungerade, eine Hellebardenspitze; wenn v, gerade und v, + v, gerade, 
eine Schnabelspitze. 

Man kann sich von der Umgebung des außergewöhnlichen 
Punktes eine anschauliche Vorstellung machen, wenn man sich die Kurve 
von einem beweglichen Punkt in der Richtung durchlaufen denkt, 
die dem Übergang von einem positiven At zu einem negativen 4t 
entspricht. Behalten wir die im § 4 8. 202 erklärte Bezeichnung der 
Öktanten bei, so liegt der Punkt &, 7, 5 bei positivem ff im ersten oder 
fünften Oktanten, je nachdem D positiv oder negativ ist. Wir setzen D 
als positiv voraus. Der entgegengesetzte Fall ist entsprechend zu er- 
ledigen. Der bewegliche Punkt befindet sich demnach bei der An- 
näherung an den außergewöhnlichen Punkt im ersten Oktänten, und 
es sind die folgenden Fälle möglich: 

1. Er tritt bei der Entfernung von dem außergewöhnlichen Punkt 
in den ersten Oktanten zurück, wenn für 4At < 0 sich ёр 0, у> 0 
&7> 0 ergibt. Dazu müssen »,, v,, v, sämtlich gerade sein. Die 
Kurve besitzt im außergewöhnlichen Punkt eine Spitze; ihre Pro- 
jektionen auf die drei Koordinatenebenen besitzen in ihm Schnabel- 
spitzen. 


Abit., Дз» Le. 


А 0_ 1 р". 


ToN 


Арт» +... 
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2. Er tritt bei der Entfernung von dem außergewöhnlichen Punkt 
in den zweiten Oktanten. Dann muß für ein negatives 4t sich 
&<0, n>0, CD ergeben, und damit muß v, ungerade, v, ungerade, 
v, gerade sein. "Die Projektion der Raumkurve auf die Schmiegungs- 
ebene (S. E.) besitzt im außergewöhnlichen Punkt eine gewöhnliche 
Tangente, die Projektion auf die Normalebene (N. E.) eine Schnabel- 
spitze, die Projektion auf die rektifizierende Ebene (К. Е.) eine ge- 
wöhnliche Tangente. 

3. Er tritt in den dritten Oktanten über. Da muß sich für 
It<O ergeben E<0, oct, р> 0, d.h. v, ungerade, v, gerade, 
v, ungerade. Die Projektion der Raumkurve auf die (S. E.) besitzt 
im außergewöhnlichen Punkt eine Wendetangente, die Projektion auf 
die (N.E.) eine gewöhnliche Tangente, die Projektion auf die (R.E.) 
ebenfalls. 

4. Er tritt in den vierten Oktanten über. Da muß für Ati< 0 
sich 8>0, n<0, &>0 ergeben, d.h. v, gerade, v, ungerade, v, un- 
gerade. Die Projektion auf die (S. E.) besitzt im außergewöhnlichen 
Punkt eine Hellebardenspitze, die Projektion auf die (N.E.) eine ge- 
wöhnliche Tangente, die Projektion auf die (R. E.) eine Schnabelspitze. 

5. Er tritt in den fünften Oktanten über. Da muß für At< 0 
sich 8>0,n>0, <0 ergeben, d.h. v, gerade, v, gerade, v, un- 
gerade sein. Die Projektion der Raumkurve auf die (S. E.) besitzt 
im außergewöhnlichen Punkt eine Schnabelspitze, die Projektion auf 
die (N. E.) eine Hellebardenspitze, die Projektion auf die (R. E.) ebenfalls. 

6. Er tritt in den sechsten Oktanten über. Da muß für dt< 0 
sich &8<0, n>0, <0 ergeben, d.h. v, ungerade, v, ungerade, 
v, ungerade sein. Die Projektion der Raumkurve auf die (S. Е.) hat 
im außergewöhnlichen Punkt eine gewöhnliche Tangente, die Projektion 
auf die (N. E.) eine Hellebardenspitze, die Projektion auf die (R. Е.) 
eine Wendetangente. 

T. Er tritt in den siebenten Oktanten über. Da muß für 4t<0 
sich <0, n<0, <0 ergeben, d.h. v, ungerade, v, gerade, 
v, gerade sein. Jede der drei Projektionen besitzt im außergewöhn- 
lichen Punkt eine Wendetangente. 

8. Er tritt in den achten Oktanten ein. Hier muß für 4t < 0 
sich 8>0, n<0, $< 0 ergeben, d. h. v, gerade, v, ungerade, 
v, gerade sein. Die Projektion der Raumkurve auf die (S. Е.) und 
die auf die (R. E.) besitzt im außergewöhnlichen Punkt eine Helle- 
bardenspitze, die Projektion auf die (N.E.) eine Wendetangente. 


8 17. Ausgezeichnete ebene Schnitte der Tangentenfläche 
einer Raumkurve. 


Im vorigen Paragraphen versuchten wir uns die Umgebung eines 
Kurvenpunktes dadurch zu veranschaulichen, daß wir die senkrechten 


v. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 17 
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Projektionen der Umgebung des Punktes auf seine Schmiegungsebene, 
auf seine Normalebene und seine rektifizierende Ebene betrachteten. 
Ein anderer Weg zum gleichen Ziel besteht in der Untersuchung der 
Schnittkurven, welche die durch den Kurvenpunkt gehenden Ebenen 
aus der Tangentenfläche der Kurve ausschneiden. 

Wenn дег Kurvenpunkt zu dem Werte t gehört, können wir die 
Tangentenfläche der Raumkurve durch die Gleichungen: 


ж == [,(#-+ Ай) + А1104 At), 
y = hlt +48) + hf (t 40), 
а == (0+ 20) +1004 20) 


darstellen, in denen 4t und h als veränderlich zu betrachten sind. 


Der absolute Wert von A bedeutet die mit VS + Lt)? multipli- 
zierte Maßzahl des Abstandes des Punktes (x, у, 2) von dem zu t+ 4t 
gehörenden Kurvenpunkt. Unter den ebenen Schnitten der Tangenten- 
fläche sind diejenigen ausgezeichnet, welche entweder die Tangente, 
oder die Hauptnormale, oder die Binormale der Kurve in dem ти? 
gehörenden Punkt enthalten. 

1. Schnitt der Tangentenfläche mit einer durch die 
Tangente gelegten Ebene. 

Eine solche Ebene stellen wir durch die Gleichungen: 


ж = fit) + ёа т (Гео go + 2 sin g), 
у = f(t) + ËB + 1, (т cos ф + u sin ф), 
z= f(t) + Ey + n(n cos ф + о sin g) 


dar. Die -Achse fällt mit der Kurventangente zusammen. Die 
n-Achse liegt in der Normalebene und ihr positiver Teil bildet mit 
dem positiven Teil der Hauptnormalen den Winkel ф. Dabei soll 
die im vorigen Paragraphen S. 255 benutzte Bestimmung von «,l, A usw. 
angewandt werden. 

Für den Schnitt unserer Ebene mit der Tangentenfläche bestehen 
die Gleichungen: 


Be + y (1 сов o + А sin g) = Afi + hAlt + At), usw. 


Man hat: 
(m) Dr Lal az vat a) 
Ааћ= һҺ(®)о,(А®) + |, (0) (29 + SEET Арт» 4... 


(э) (+?) 
һ, @ + Ай) = Hd (At) + A @ о (4%) 
(mt vtr.) 


ORE ЕЕЕ nirt n — 1 Ө 
ECKE eh ZS 
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Multiplizieren wir die Gleichungen für ë und т, der Reihe nach 


mit /sinp—Acosp, msng—ucosp, Nsinp-vcosp und 
addieren sie, so entsteht: 


sin р |Z %(40 +. AL o(d) +) 


— COS PIPETTA Te Ен +... 


} D мә у ке: 
Аррон ee) E. 
a) Wenn sin р von Null verschieden ist, ergibt sich: 
dt 
h = — PETA 


Für E erhalten wir: 


E= Seat + МУ t + 20) = 
Für y, folgt: 
m = сов ф {DlA f + 1 + 20) + sing 544, кА (+ A). 
Da aber: 


sin ф{ EFLAn HREL (@-+ 20) } — cos фі ХАЛА + ЖАГ! (+ A=, 
so wird: 


Аш Wi аре 
sl (v, pl ET 


= (2141 + Air (КАЛ 


D Ce 


= - pıtn+% Fir 
Wing Fanta)! fei H 


Hiermit ist die Schnittlinie, wenn wir von ihrem mit der Tangente 
zusammenfallenden Teil absehen, gefunden. 

Für die kennzeichnenden Zahlen т! und A erhält man die Werte v, 
und v+ v, Stellen wir uns auf den D 256 eingenommenen Stand- 
punkt, so besitzt in dem zu ¢ gehörenden Punkt die Schnittlinie eine 
gewöhnliche Tangente, wenn die Ausgangskurve aus dem ersten in 
den zweiten oder dritten Oktanten tritt. Diese Tangente ist stationär, 
wenn v,< 2 +v, Die Schnittlinie besitzt eine Wendetangente, falls 
die Ausgangskurve aus dem ersten Oktanten in den sechsten oder 
siebenten tritt; eine Schnabelspitze, wenn die Ausgangskurve aus dem 
ersten in den vierten Oktanten tritt, oder in den ersten zurücktritt; 
eine Heilebardenspitze, wenn die Ausgangskurve aus dem ersten 
Oktanten in den fünften oder achten tritt. 


b) Ist sin ф gleich Null, so haben wir es mit dem Schnitt der 
Schmiegungsebene mit der Tangentenfläche zu tun. Wir schreiben 
hier a statt o, Dann findet sich: 


JJ 
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(va әз) A 
er RE TR yes 


SECH И», 
| w (v, т)! (т, +9,49) 
Die kennzeichnenden Zahlen al und A stimmen hier mit v, und v, 
überein. Im Falle v, = v, ergibt sich ein endlicher, von Null ver- 
schiedener Krümmungshalbmesser (o) der Schnittkurve, den wir 
berechnen wollen. Es ist: 
ag _ ФЕ), den a, W 
и 7 = ; 
ат (+ Dap аё" (än, + vs) 


somit nach H 10: 


Att” + ... 


r 7—1)! (ә әз)? wi 
ЕЕ (0, — 1)! n, (27, + 93) wW 


Der Krümmungshalbmesser ol ist mit dem Halbmesser о der 
ersten Krümmung der Ausgangskurve (S. 248) durch die Gleichung 


verbunden: e (>, +r)? 


о 
d DCH nl е. 
Wenn v, = n = n,, erhalten wir: 


Гре 
Für den allgemeinen Fall v, = 1 ist dies Ergebnis von V. Jamet 
gefunden. (Comptes rendus der Pariser Akademie Bd. 100. 1885. 


Б. 1329.) 
2. Schnitt der Tangentenfläche mit einer die Haupt- 


normale enthaltenden Ebene. 
Eine solche Ebene stellen wir durch die Gleichungen dar: 
ж = filt) + nl + é («œ сов p + А зір g), usw. 
Die n-Achse fällt mit der Hauptnormalen zusammen, während 


der positive Teil der &,-Achse mit der Tangente den Winkel ф bildet. 
Für den Schnitt der Ebene mit der Tangentenfläche bestehen 


die Gleichungen: 
nl+&(ecsp+Asnpg)=Af + hft 20), usw. 


Wir multiplizieren sie der Reihe nach mit «sin ọ — å cos р usw. 
und addieren sie. Dann entsteht: 


ѕіп el Ze At, А Хоу, (t+A1))— cosy{!ZRAf, ХА (+ 20) ) = 0. 


Ist sin ф von Null verschieden, so ergibt sich: 
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Für y erhält man die Entwicklung: 


зүр SE we dreck 
Für ©, folgt zunächst: 
{= соз ф( Хо 17, +hEaf/(t+2))+sinpg{ZIAf+hzif (4 A), 
sodann auf Grund der viertletzten Gleichung: 


+ hzif/(t+ A), 


© 
бү 
sin p 


somit unter Berücksichtigung der U: von h: 
+») nr 
= nette, W ee 
Stellen wir uns auf den S. 256 eingenommenen Standpunkt, во 
hat die Schnittlinie in dem zu і gehörenden Punkt, wenn die Aus- 
gangskurve aus dem ersten Oktanten in den dritten oder vierten tritt, 
eine gewöhnliche Tangente; tritt sie in den siebenten oder achten 
Oktanten, so hat sie eine Wendetangente; tritt sie in den zweiten 
Oktanten, oder in den ersten zurück, so hat sie eine Schnabelspitze; 
tritt sie in den fünften oder sechsten Oktanten, so hat sie eine Helle- 
bardenspitze. 
Wenn sin ф = 1, so bestimmen die Gleichungen für у und £, den 
Schnitt der Tangentenfläche mit der Normalebene der Ausgangskurve. 


3. Schnitt der Tangentenfläche mit einer die Binormale 
enthaltenden Ebene. 
Eine solche Ebene stellen wir dar durch die Gleichungen: 
ж == f(t) + Ё, («cosp + Теш g) + EX, usw. 


Die &-Achse fällt mit der Binormalen zusammen; der positive 
Teil der &,-Achse bildet mit der positiven Halbtangente den Winkel д. 

Für den Schnitt der Ebene mit der Tangentenfläche bestehen 
die Gleichungen: 

¿(«cosp + lsing) + 62 = Afi + hfil + 4t), usw. 

Multiplizieren wir dieselben der Reihe nach mit «sin ф — l cos Ф, 
usw. und addieren sie, so folgt: 
sn el Ze 26 +haf (Е + AN) — cosol Slaf + LEIAR Lt AM) = 0. 


a) Unter der Voraussetzung sing 2 0 ergibt diese Gleichung: 
41 
h = — e? +4... 
Für £ erhält man die Entwicklung: 


N Dë EB D ee 
GE (>, Б»)! ә; mi Sr 
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für E folgt: 
1 


—– 2, W 
= @,+»,)!», wsing 
Die gestaltlichen Verhältnisse der Schnittkurve sind hier dieselben, 
wie unter 2. 
b) Für sinp=0 erhalten wir den Schnitt der rektifizierenden 
Ebene der Ausgangskurve mit der Tangentenfläche. Wir schreiben 
hier & statt E und finden: 


А+» 4 PA 


21 
ae ke б 
Wr. v, D 
be v == — 8 = ntr” an 
een IT +4 


woraus sich die gestaltlichen Verhältnisse der Schnittkurve leicht 
erkennen lassen. 

Im allgemeinen Fall, für den v, = v, = v = 1 ist, besitzt in dem 
zu і gehörenden Punkt die Schnittlinie der Tangentenfläche mit der 
Schmiegungsebene eine gewöhnliche Tangente; die Schnittlinie mit 
der Normalebene (Nr. 2, sinp =1) eine Hellebardenspitze und den 
Krümmungshalbmesser Null; die Schnittlinie mit der rektifizierenden 
Ebene eine Wendetangente.e Der die Normalebene betreffende Teil 
dieses Satzes ist bereits 1845 von de Saint-Venant aufgestellt worden. 
(Journal de l'Ecole Polytechnique. 30 Cahier. Bd. 18., S. 43.) 


$ 18. Bemerkungen über die einschlägige Literatur 
und über die Anwendung von homogenen Koordinaten, 


Auf die möglichen acht Gestalten der Umgebung eines Kurven- 
punktes machte zuerst Ch. v. Staudt in seiner „Geometrie der Lage“ 
(Nürnberg 1847, S. 113) aufmerksam. Chr. Wiener wurde dadurch 
veranlaßt, die acht Modelle von Raumkurvenformen anzufertigen, 
die sich im Verlag von К. Schilling in Halle a. 8. befinden. Neuere 
Modelle im Verlage von B. G. Teubner in Leipzig rühren von 
K. Wiener her. Eine Erläuterung über die ersteren von Chr. Wiener 
findet sich in der Zeitschrift der Mathematik und Physik, 25. Jahr- 
gang 1880 8. 95. Man vergleiche die Darstellung bei F. Klein, 
„Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie“. 
(Leipzig 1902. S. 437.) 

Im Jahre 1886 erschien die Leipziger Inauguraldissertation von 
Henry B. Fine (auch im American Journal of Mathematics Bd. 8. 1886. 
S. 156), in der die analytischen Bedingungen jener acht Möglich- 
keiten unter Benutzung von homogenen Koordinaten und Graß- 
mannschen Methoden entwickelt wurden. Um die Übereinstimmung 
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jener Bedingungen mit den іт $ 16 8. 256 gefundenen darzutun, ist 
ein kurzes Eingehen auf homogene Koordinaten notwendig. 

Wir betrachten zunächst, wie es auch Fine tut, die homogenen 
Koordinaten der Punkte einer Raumkurve als proportional vier ge- 
gebenen analytischen Funktionen einer Veränderlichen ? und setzen: 


жү: g 1 #144 = P1 (t) : HOESER 


Man kommt, wie mir scheint, auf die einfachste Weise zur 
analytischen Darstellung der Kurventangente, wenn man sie als die 
Achse des Büschels der Tangentialebenen auffaßt. Wir stellen den 
Ebenenbüschel, dessen Achse durch die beiden Punkte Piz, 200, 
xD, 20) und Р (200, 29, 20), x@) bestimmt ist, durch die Deter- 
minantengleichung: 
дї ai aD aW 

29 д2 20 a Vu 

Y Y Y 

u u z 
dar, in der у, Y2 Yz, Ya die Koordinaten eines nicht in der Achse 
des Büschels liegenden, sonst aber beliebig zu wählenden, Punktes (©), 
und Zi, %, Zz, 2, die laufenden Koordinaten der Punkte der durch 


Ра), P®), Q bestimmten Ebene bedeuten. 
Um den durch die Verhältnisse: 


а: ИЮ: ai: 00 p, DI: MORE MORE AUF 
LP: 00:00:00 p (Ё + АЁ): palt + At): palt + IN): plt + At) 


festgelegten Ebenenbüschel zu bestimmen, setzen wir zur Abkürzung: 
geif + 4t) = gen + аа At + ardt? +H- 
Wenn nun die Proportionen: 
Ajo? Aog? sg: Gun ™ йу»? зп" 08а бал 


bestehen, solange n < x, ist, aber nicht für n = ж, + 1, erhalten wir 
als Gleichung des Ebenenbüschels: 


а Kë аз Dan 
4,41 08, 4-1 3,4-1 44,41 LANT AO 
Yı Уз Y3 Ya 
2, 2, 2, х, 
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Der Übergang zu 4t = 0 liefert die Gleichung des Büschels der 
Tangentialebenen in der Form: 


а 


i, zi +1 
Yı 
Kai 

Die Achse des Büschels, d. h. die Tangente der Kurve, ist somit 
durch die beiden Punkte (ao...) und (а „-+1...) bestimmt. 

Wir können die Bedingung für die Zahl x, auch in der Weise 
ausdrücken, daß sie den größten Wert von n bedeuten soll, für den 
alle Unterdeterminanten zweiter Ordnung der matrix: 


| 


| Qio Ay Gan Ga | 
| ап Br Can СО 
| D . . D D | 
| Ain äs An Mn] 

verschwinden. 

Um zur Gleichung der Schmiegungsebene zu gelangen, lassen 
wir zunächst den Punkt (y,...) mit dem Punkte (et 4t),...) 
zusammenfallen. 

Wenn alle Unterdeterminanten dritter Ordnung der matrix: 


Aio б аз 240 
01,2 +1 02,41 аз, +1 аа, 41 
Ол, Lin Ma +1+n Aa +i4n M,a tin 
verschwinden, solange n < x, ist, aber nicht für n == х, + 1, ergibt 
sich als Gleichung unserer Ebene: 
| Qio Ss | 
Qiz +1 . А 
+ ВАР. == 0. 
| Ou. D wd et 
1 SA 
Der Übergang zu t = 0 liefert die Gleichung der Schmiegungs- 
ebene in der Form: 
а 
а р 
OTM) =: 
M,x+22+2 
2 


Hiernach ist die Schmiegungsebene durch die Punkte (ao...) 
(a, nti de (Éim 2) bestimmt. 
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Wir können die Bedingung für я, auch in der Forderung aus- 
drücken, daß x, der größte Wert von n sein soll, für den alle Unter- 
determinanten dritter Ordnung der matrix: 


| Qio йз бу Л 
| Ч(,л-+1 йэ, 2.41 a,x, +1 As, +1 
91,9 8, 24-2 8,4-2 4,4-2 


| Oase Lait Oës-tati 3, прі Ois-kati | 
verschwinden. 
Wir gehen noch einen Schritt weiter und fragen, mit welcher 
Potenz von 21 die Entwicklung der Determinante: 


а 

Qiz Li 

U, ent 42 
ф,\(#+ АЁ)... | 
beginnt. Wenn die Determinante: 


Qi, z411 

1,4342 

Ay, +n+2 | 

verschwindet, solange n < ху, aber nicht, wenn m = х +1, so be- 
ginnt die Entwicklung offenbar mit der х, + % + х + 3 Potenz 
von At. Н. В. Fine nennt die Zahlen х, %,% die Grade des 
Stationärseins des Kurvenpunktes, der Tangente und der Schmiegungs- 
ebene, wobei aber zu bemerken ist, daß damit nichts über die geo- 
metrische Beschaffenheit der Umgebung des Kurvenpunktes ausgesagt 
wird, da sich diese Zahlen ändern können, wenn man statt ¢ eine 
neue Veränderliche einführt. 

Um den Einfluß jener Zahlen auf die Beschaffenheit der Um- 
gebung des Kurvenpunktes festzustellen, kommt man an der Unter- 
scheidung von zwei Richtungen in einer Strecke, wie bei Fine, oder 
von zwei Seiten einer Ebene nicht vorbei. Wir wollen das letztere 
durchführen und müssen zu diesem Zweck auf die Definition der 
homogenen Koordinaten zurückgehen. 

Die Gleichungen der Seiten eines Tetraeders seien in der Normal- 
form: 


| 
а Si 
| 
| 
| 
| 


guf + 99 + 4352 + ац = 0, 
ga? + Gesi H 92 F 0 = О, 
Ga? F 030 + 432 + a= 0, 
сах + UY F оё + оц O. 
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Die senkrechten Abstände eines Punktes (x, y, 2) von den Seiten- 
flächen des Tetraeders bezeichnen wir mit Pi, Pe, рз, Pa, 80 daß: 


guf + AY + 9132 + б, == Du USW. 


Wenn die Höhen des Tetraeders mit h,, Й„, Rg, №, bezeichnet werden, 
besteht bekanntlich die en, 
Pı у Pa 
hi а De +% Rz ck: SE 
(Vgl.z.B.W.Killing. Lehrbuch der analytischen Geometrie in homo- 
genen Koordinaten. Zweiter Teil. Paderborn 1901. 8. 12.) 
Verstehen wir unter o, Ge Go а, vier, von Null verschiedene, 
aber sonst beliebig gewählte, feste Zahlen, so werden die homo- 
genen Koordinaten des Punktes (x, y, 2) dureh die Gleichungen: 
= 60101, 1 = б0р, Vy бор, = б0р, 
definiert, in denen б eine von Null verschiedene, sonst willkürliche 
Zahl bedeutet. Jeder Punkt besitzt demnach einfach unendlich viele 
Systeme von homogenen Koordinaten. Lege ich bloß die Verhält- 
nisse dieser Koordinaten fest, wie etwa durch: 
ҮН 0:00, = АНОН БУЛЫ 
so läßt sich damit wohl entscheiden, ob der entsprechende Punkt in 
einer durch eine Gleichung von der Form: 
4% + Ge fe + RL, + аа, = 0 


gegebenen Ebene liegt oder nicht; ob aber zwei, nicht in der Ebene 
befindliche Punkte auf derselben Seite oder auf entgegengesetzten Seiten 
der Ebene liegen, läßt sich nur durch den hier sehr umständlichen 
Übergang zu rechtwinkligen Koordinaten entscheiden. Rinfacher wird 
dieser Übergang, wenn die homogenen Koordinaten durch Glei- 
chungen, wie etwa: 


ss H n=l, sed, 8, = 8 
bestimmt sind, da jetzt die Bestimmung des Proportionalitätsfaktors 6 
mit Hilfe der Beziehung: 


a Br RR. FG 
оу Mfg ah ом 


möglich wird. Sind die homogenen Koordinaten zweier, nicht in der 
durch die Beziehung: 


gä + 920 F Ge feck a,2,= О 
festgelegten Ebene befindlicher Punkte Di апа P" durch die Gleichungen: 
Zul V= Pys y= 2, == Zu: 


Ty = Ж, lg, Zar aan Vy = fa 
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gegeben, so bezeichnen wir die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte 
Р! und Р" mit x’, ai, af und 2", y", 2", die ihnen entsprechenden 
Werte von б mit ol und 6". Dann ist: 


! ! ! ! 
Ж == 0' (032 Lët H а! H оуу), 
„N " 
Zi = "ala" + «у + g2" + 9) usw. 


Zur Abkürzung sei: 


Es ergibt sich dann: 
4 
Ka £r == 0' (Аа + А„у' + А,2' + А), 
ve 1 
4 
KE = 0"(A,2"+ A,y"+ A,2"+ A 
v=1 
Hieraus folgt, daß die durch die homogenen Koordinaten 
(21...41), (шь...) gegebenen Punkte auf derselben Seite 
oder auf entgegengesetzten Seiten der durch die Gleichung: 


аа + 020, + Geif + а, = 0 


bestimmten Ebene liegen, је nachdem die Ausdrücke 


4 4 
в! Уа. und 6" Sa, tys 


v=1 =i 


dieselben oder entgegengesetzte Vorzeichen besitzen. 
Es sei nun eine Kurve in homogenen Koordinaten durch die 
Gleichungen: 


s = p(t), T= 9,00, == plt), а= Palt) 
gegeben. Wir nehmen an, daß den Werten d... von ( lauter im 
Endlichen liegende Kurvenpunkte entsprechen. Die zu diesen Werten 


von # gehörenden Proportionalitätsfaktoren б werden dargestellt durch 
die Werte einer Funktion ei) von 2, die durch die Gleichung: 


t) t t t 
it BEE nn 
bestimmt ist. Da die betrachteten Kurvenpunkte alle im Endlichen 
liegen, kann 6(#) an keiner Stelle des Intervalls i,...2, verschwinden; 
es behält also längs dieses Intervalls sein Vorzeichen bei. 
Legen wir nun durch den zu £ gehörenden Punkt eine Ebene 
mit der Gleichung: 
a2 + 0,2,4 аа» 0,2, = 0, 
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so befinden sich die beiden Punkte mit den homogenen Koordinaten 
pt +4t)...p t+ Ай) und g — 210)... pt — At) auf derselben 
Seite oder auf verschiedenen Seiten der Ebene, je nachdem 


4 4 
a,9,(t+ft) und arp (t — At) 
gleiche oder verschiedene Vorzeichen besitzen. 

Wir haben oben außer dem dem Werte £ entsprechenden Punkt 
Pio... Gol noch drei weitere wesentliche Punkte kennen gelernt, 
nämlich den Punkt Pio, 13... 04. scil, den Punkt P (ar npn... 
ОСЕ) und den Punkt Platt - - Mont). Diese 
Punkte sehen wir als die Ecken eines 'letraeders an, das wir das 
begleitende Tetraeder nennen können. Im Punkte P, schneiden 
sich die durch P, P,P, bestimmte Ebene E, die durch PPP be- 
stimmte Ebene E. und die durch Р,Р, Р, bestimmte Ebene E, 
welch letztere mit der Schmiegungsebene zusammenfällt. 

Die Gleichung der Ebene E, ist: 

ES : | 

a Г 
1,2,4», 4-2 = 0. 

01,2443: | 
7 | 


Für 2,=9,(t+ 4t) usw. beginnt die Entwicklung der linken 
Seite dieser Gleichung mit der (x, + |)“ Potenz von It. Bei un- 
geradem x, besitzt die Kurve an der betrachteten Stelle eine Spitze. 

Die Gleichung der Ebene E, ist: 


aio 
| Aiz 4+1 | 
i.e get + | 
| 41 | 
Für z, = Фф, (t+ 4t) usw. beginnt die Entwicklung der vor- 
stehenden Determinante mit der (x, + х, + 2)“ Potenz von 4t. Die 


Ebene E, wird von der Kurve geschnitten oder nicht, je nachdem 
% + % ungerade oder gerade ist. 


Die Gleichung der Ebene E, ist: 
а 
| @,х,+1 
A1, a Lat? 


Ké Й 
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Für =g,(t +4) usw. beginnt die Entwicklung der vor- 
stehenden Determinante mit der (e, + % + х; + ärem Potenz von 4t. 
Die Schmiegungsebene wird von der Kurve geschnitten oder nicht, 
je nachdem х, + х, + x, gerade oder ungerade ist. 

Um den Zusammenhang zwischen den Zahlen %,, %, х und den 
Zahlen v,, v, v, herzustellen, nehmen wir zur Abkürzung: 


о (0) + xift) + аз (O + «а pet). (i=l, 2, 3, 4) 


Da die Koordinaten 2...2, den Werten «;p,(f) proportional 
sind, können wir in den 5. 263 benutzten Bezeichnungen: 


apit + Ай) = diot а dtt- 


setzen. Aber man hat: 
(ritratt) 
a +з 


(v) , (+->) D (t) 
pit + Д0) = р:(0) + Belg: lat) + р:(0)%(40) + ETET At Pee 


so daß die Koeffizienten Qij, dig». Qin, –1 gleich Null sind. 
Beständen die Proportionen: 


Qio: бу: Gan Оду = Qin è Ogn: Gan Од) 
so müßte p,(t) proportional p™)(¢) sein, und damit müßten, wenn g 
einen Proportionalitätsfaktor bedeutet, die Gleichungen: 


(0 е0) + а (0) – aO) + «а BOO) + аа=0 
erfüllt sein, was unmöglich ist, da die Determinante der Koeffizienten 
вт nicht verschwindet. Wir erhalten daher „=, + 1. 
Die Determinanten dritter Ordnung der Matrix: 
| 210 Daa аз Aso 
а, d da т аз ИД d4 ‚| 
ал, Ьп Dënn A3, npn A, rn 
verschwinden, solange n < v,. Wären sie auch für n = v, gleich 
Null, so beständen Darstellungen von der Form: 
>= а 0А Фр), 


was sich auf demselben Wege wie vorhin als unmöglich erweist, 
somit Ve = х, + 1. 
Die Determinante: 
010 


a,» 
a, "+ Va 
| On, n„tntn "rs 
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verschwindet, solange n < v, Für n = nv, ist sie gleich dem Produkt 
der Determinante der Koeffizienten &œnm in die 5, 249 definierte 
Determinante D und damit von Null verschieden. Wir erhalten 
also v, = х, + 1. 


Im weiteren Verfolge der Literatur ist das Buch von G. Peano 
zu erwähnen „Applicazioni geometriche del calcolo infinitesimale“. 
Torino 1887, in dem Б. 98 die Bedeutung der Zahlen »,, »,, >» 
(уоп Peano p, q,r genannt) für die Gestalt der Umgebung eines 
Kurvenpunktes dargetan wurde. 

C. F. E. Björling behandelte 1890 im Archiv der Mathematik und 
Physik (zweite Reihe Bd. 8, S. 88) Raumkurvensingularitäten eben- 
falls unter Benutzung der Zahlen »,, »,, v,, deren Bestimmung 
ebensowenig mitgeteilt wird, wie die der Anfangsglieder der benutzten 
Reihen. 

Das Verhalten der zweiten Krümmung vor und nach einem 
außergewöhnlichen Punkte der Abbildung einer Raumkurve auf die 
i{-Gerade untersuchte 1895 О. Staude in mehreren einzelnen Fällen. 
(American Journal of Mathematics Bd. 17 8.359.) Seine Ergebnisse 
stimmen mit den in diesen Fällen aus unserer Entwicklung von 
r(t +4t) 8. 251 fließenden überein. 

Fast gleichzeitig mit der Arbeit von Staude erschien eine Arbeit 
von A. Meder (Journal für die reine und angewandte Mathematik, 
Ва. 116. 1896. 8.50 und 8.247), in der sowohl die Gestalt der 
Umgebung eines außergewöhnlichen Punktes, wie das Verhalten der 
ersten und zweiten Krümmung in einem solchen analytisch unter- 
sucht wird. Allein die von A. Meder gefundenen Bedingungen liefern 
nieht unmittelbar die Bestimmung der Zahlen »,, v,, v, durch die 
Ableitungen der Koordinaten; auch ist der Wert der ersten oder der 
zweiten Krümmung, falls er in einem außergewöhnlichen Punkt end- 
lich und von Null verschieden ist, aus den Mederschen Gleichungen 
nicht ohne weiteres zu entnehmen. 

1897 bestimmte E. Wölffing unter Benutzung der von С. Björ- 
ling aufgestellten Reihen die erste und zweite Krümmung einer 
Raunkurve in einem außergewöhnlichen Punkt. (Archiv der Mathem. 
u. Phys. (2) Bd. 15. 1897. 8. 145.) 

Dieselbe Frage wurde 1901 von C. Burali-Forti behandelt. 
(Atti della К. Ассай. delle Scienze di Torino. Vol. 36. 8. 935.) 
Burali-Forti faßt die Ausdrücke, die sich an einer gewöhnlichen 
Stelle der Kurve für о und r ergeben, als Grenzwerte gewisser geo- 
metrischer Größen auf und verallgemeinert das auf außergewöhnliche 
Punkte. Den Werten € und ++ 4t mögen die Kurvenpunkte Р und 
Р, entsprechen. Die Maßzahl der Entfernung beider Punkte werde 
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mit d, die Maßzahl des senkrechten Abstandes des Punktes Р, von 
der in P berührenden Tangente werde mit d,, die positiv oder negativ 
genommene Maßzahl des senkrechten Abstandes des Punktes P, von 
der in P berührenden Schmiegungsebene werde mit d, bezeichnet. 
An einer gewöhnlichen Stelle der Abbildung der Kurve auf die 
s-Gerade hat man: 


T 1 з Lie 1 дов 
Аћ= «48+ 549—5 (ањ + А#+ 
Wir erhalten bei positivem 4s: 
а=үҮз лї? = 45-+Е..-› 


а= VEWAR-BA = 2,484 


1 + 
d= ЖААР, = ees dën 
somit: 
1 S d? 1 = а, а 
ges Шш g) — r=; Lim Far 
2 (4s=0) 2 З (248—0) 3 


Wendet man diese Grenzgleichungen mit Burali-Forti auch auf 
die Umgebung eines außergewöhnlichen Punktes an, so ergibt sich 
bei positivem 4t: 

© Wi де!» 
= уу +. 
H 


е (9з) 100 


d ді"... 


D 
LE FE en pret КҖ АДС 
d; (wtr+ v)! W Ay ү 
Daher hat man zunächst: 


Lei WE en 
EE GH 


2 
Der Grenzwert von н SS für At 0 zeigt also dasselbe Verhalten, 


wie es nach б. 248 für RES Grenzwert von ọ(t + АЁ) stattfindet. 
Ferner ergibt sich: 


ү а, d, (mtr +”)! W? 
з а, v! (m +r)! 30 


Дї" "з -- РР 


Der Grenzwert der rechten Seite dieser Gleichung zeigt für 
v,>v, und für v, <v, dasselbe Verhalten, wie der Grenzwert von 
r(t -+ 40) 8. 251. Aber für v, =v, weichen beide Grenzwerte von- 
einander ab. Der erstere wird gleich: 


2», Б»)? 


210. Lal 8р’ 
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während der letztere gleich: 
о) 
100 ә) D 
wird. Für у, =», = v, sind beide Grenzwerte einander gleich. Eine 
beständige Übereinstimmung würde sich ergeben, wenn man r durch 
die Grenzgleichung: 
dd 
"Sain, Ser? Ca 


definierte. 


ПП. Einzelheiten aus der Theorie der Raumkurven. 


$ 19. Filarevolventen. Planevolventen. 


Es liegt nahe, sowohl die orthogonalen Trajektorien der Tangenten 
(Filarevolventen), wie die der Schmiegungsebenen (Planevol- 
venten) einer Raumkurve aufzusuchen, zwei Aufgaben, die bereits 
in den ersten Anfängen der Kurventheorie behandelt wurden. 

1. Filarevolventen. Wir können die Koordinaten einer die 
Tangenten einer gegebenen Kurve schneidenden Kurve in der Form 
darstellen: 


ж = g, (8) + h(s) g, (8), usw. 


Damit die Kurve die Tangenten senkrecht schneide, muß: 


2? 2 = 
sein, d. h.: 
h(s) = т —5, 
wo т eine Konstante bedeutet. 
Eine Filarevolvente kann also durch Abwickelung eines 
auf die Ausgangskurve gelegten Fadens erzeugt werden. 
Wir beschränken die Veränderliche s auf ein Wertintervall s,...s,, 
in welchem nur gewöhnliche Punkte vorkommen, und nehmen т > sy 
so daß т — s positiv ausfällt, und о endlich und von Null ver- 
schieden ist. 
Aus den Gleichungen: 
dæ т—8 dy т—5 dz т—8 
ds 0’ as о Д e o 
folgt, daß die Tangente der Filarevolvente der Haupt- 
normale der Ausgangskurve parallel ist. 
Bezeichnen wir die Bogenlänge der Filarevolvente mit e und 
betrachten sie als mit wachsendem s wachsend, so ergibt sich: 


n 


do т—8 
EN r 


ds о 


dl о Ce H 
тн). 


und damit: 
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Die Hauptnormale der Filarevolvente ist daher sowohl 
zu der rektifizierenden Kante, wie zu der Hauptnormale 
der Ausgangskurve senkrecht. 

Die Richtungskosinus der Binormale der Filarevolvente sind: 


e u В СЕА 


ur. сеа ое Сн 
1 1 1 1 1 1 
Vet: V»+3 Via: 
d.h. die Binormale der Filarevolvente ist parallel der rekti- 


fizierenden Kante der Ausgangskurve. 
Die erste Krümmung der Filarevolvente ist gleich: 


die zweite ist gleich: 


Wir sehen, daß bei konstantem © die zweite Krümmung ver- 


schwindet. Dies liefert nach $ 7 5. 214 den Satz: Die Filarevol- 
venten der isogonalen Trajektorien der Erzeugenden einer 
Zylinderfläche sind ebene Kurven. 

Wir wollen diesen Satz direkt herleiten, um eine weitere Eigen- 
schaft der betrachteten Evolventen darzulegen. 

Die gegebene Kurve (2 = OS у = 0ь(8), 2 = giel befinde sich 
auf einem Zylinder, dessen Erzeugende der z-Achse parallel seien, 
und schneide die Erzeugenden unter konstantem Winkel. Dann muß 
9; (s) konstant sein. Legen wir die x, y-Ebene so, daß sie die Kurve 
schneidet, so wird dieser Schnittpunkt der natürliche Anfangspunkt 
für die Bogenlänge sein, die wir als mit wachsendem 2 wachsend 
betrachten wollen. Unter dieser Annahme ist: 


9(8) = cs, 
wo с eine positive Konstante bedeutet. 
Die Gleichungen der Filarevolventen werden: 
2 = 9108) + (7—8), (8), 
у = (8) + (т — 8). (5), 
2 = тс; 
die Evolventen liegen daher in Ebenen, die zu den Ег- 


zeugenden des Zylinders senkrecht sind. 
у. Lilienthal, Differentialgeometrie, І. 18 
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Die Bogenlänge der senkrechten Projektion der Ausgangskurve 
auf die x, y-Ebene bezeichnen wir mit o. Wir lassen ihren Null- 
punkt mit dem von s zusammenfallen und betrachten sie als mit 
wachsendem s wachsend. Man hat dann: 


6, = Hl — с?з. 


Die Richtungskosinus der positiven Halbtangenten der Pro- 
jektion sind: 
9 '(8) =. EN (8) Е 
үз е? 5 SH В, Vie GE 0, 


folglich lassen sich die Gleichungen der Filarevolventen in der Form 
schreiben: 


= ф\(в)+(тҮ1Т<@— в), у= (8) + ENT af г—т‹с. 


Dies zeigt, daß die Filarevolventen der gegebenen Kurve 
den Evolventen ihrer senkrechten Projektion auf die 
x, y-Ebene kongruent sind. 

Die Filarevolventen einer gewöhnlichen Schraubenlinie sind Kreis- 
evolventen. Ein weiteres Beispiel wird im $ 20 8. 281 behandelt. 

Die Entwickelungen im $ 10 8.228 lehren, daß jede Raumkurve 
eine Filarevolvente der Gratlinien aller abwickelbaren 
Normalenflächen ist, die durch die Kurve gelegt werden 
können. 


«у= 


2. Planevolventen. Die Gleichungen: 
ж = ,(5) + ya + pa(s)l, usw. 


stellen eine Durchdringungskurve der Schmiegungsebenen der durch 
ж = 0\(5), y=Y(S), 2=9(s) gegebenen Kurve dar. Die Zahlen 
9,(8), 9(s) sind die Koordinaten des Schnittpunktes der Durch- 
dringungskurve mit der zu s gehörenden Schmiegungsebene der ge- 
gebenen Kurve hinsichtlich des Achsenkreuzes der Tangente und 
Hauptnormale. 

Wir erhalten: 


Gë = (1 + Фф, (5) — 9» or + (2> 6) +9, elt — a9, usw. 


Damit die Tangente der Durchdringungskurve parallel der Bi- 
normale der gegebenen Kurve sei, müssen die Bedingungen: 


1+9/—2=0, 2+0=0 
bestehen. Die Elimination von Ф, aus denselben ergibt: 


el + EP +p — 0 = 0. 
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Führen wir die durch die Integralgleichung: 


ds 
о 


$ = 


bestimmte Veränderliche 9, d. h. die Bogenlänge des sphärischen 
Bildes der Tangenten der gegebenen Kurve als unabhängige Ver- 
änderliche ein, so erhalten wir: 


d der, 
SC = 09, чат = о(0': + 0"). 


Daher nimmt unsere Differentialgleichung die Gestalt an: 


de, 
Tə Т — 0 = 0; 

wir haben es also mit einer nichthomogenen Differentialgleichung 

zweiter Ordnung zu tun. Nach der Integrationsregel für eine solche 

ist zuerst das Integral der entsprechenden homogenen Differential- 

gleichung, nämlich: 


d’p, 
РЕ T Ф = 


aufzusuchen. Dasselbe wird durch die Gleichung: 
P = &, cos 9 + Ё, sin 9 


geliefert. Es stellt das Integral der zu lösenden Differentialgleichung 
dar, wenn ё, und é, derart als Funktionen von s bestimmt werden, 
daß die Bedingungen: 


> d$, ds 


9 0088 + 5 ga 8ш ® = 0, 


15 Si d di 


18+ 4 g 9089 = 0 


bestehen. 
Wir erhalten: 


= -f ọsin td? = - fsingas, 
f ec0ss as = ово ав, 


P = — соз f sing ds + sina f cos de, 
Die Gleichung: 


so daß: 


| pı =— оф: 
ergibt: 


1=— sin Tag de — сов / cos й 
e 


18% 
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Die Gleichungen der Planevolventen sind demnach die folgenden: 
ж = 0,(5) — („віп 9 + 10089) f віп 9 05 — («cos® — lsin?) f cosd.ds, usw. 


Da jedes der beiden hier auftretenden Integrale eine willkürliche 
Konstante, also einen Parameter, enthält, so gehört zu jeder Raum- 
kurve eine doppelt unendliche Schar von Planevolventen, die ihrer- 
seits eine doppelt unendliche Schar von Parallelkurven bilden. 

Jede Raumkurve ist eine orthogonale Trajektorie ihrer Normal- 
ebenen, somit eine Planevolvente des Ortes der Mittelpunkte ihrer 
Schmiegungskugeln. 

Die Tangente einer Planevolvente ist parallel der 
Binormale, ihre Hauptnormale ist parallel der Haupt- 
normale, ihre Binormale ist parallel der Tangente der 
Ausgangskurve in dem entsprechenden Punkt. 

Ein Fall, in dem die in den Gleichungen der Planevolventen 
auftretenden Integrale sofort berechenbar sind, ist der Fall ọ = const., 
in welchem der Ort der Mittelpunkte der Schmiegungskugeln mit 
dem Ort der Mittelpunkte der ersten Krümmung zusammenfällt. 
Setzen wir: 


= с, 


ojm 


so können wir # gleich cs nehmen. Alsdann wird: 


j 1 ES 
Tas gde — — Loser + о, Јово ав = 1 шов + о, 
und es folgt: 
; 1 , 
® = g(s) — «(с,вїп єз + c coses) + ДЕ — с, COS CS + 6 sin св), usw. 


Der Ort der Mittelpunkte der ersten Krümmung ist hier eine 
Planevolvente und entspricht der Wahl o = с = 0. 


$ 20. Kurven eines linearen Komplexes. 


Mit diesem Namen pflegt man die Kurven zu bezeichnen, deren 
Tangenten einem linearen Komplex angehören. Bedeuten oe, В, Yo 
die Richtungskosinus einer Geraden, x, у, г die Koordinaten eines 
beliebigen Punktes der Geraden, so nennt man die Gesamtheit aller 
Geraden, bei denen die genannten Bestimmungsstücke einer Gleichung 
von der Form: 


(Bz - Cy + Die + (Cr — Аг + Dë, + (Ау — Вх + Е)у„ = 0, 


їп der А, B, C, D, E, F Konstante bedeuten, genügen, einen linearen 
Komplex von Geraden (vgl. $33). Wenn die Tangenten einer Kurve 
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(т = 0,(5), y=9(s), 2 = 9; (5)) einem linearen Komplex angehören, 
muß für jedes s eine Gleichung von der Form: 


(Вя, — Cga + Die + (69, — Ag + E)g + (Ag — Bg, + Е) д: = 0 


bestehen. Die ersten Arbeiten über Kurven eines linearen Komplexes 
dürften von H Lie herrühren (s. „Geometrie der Berührungstrans- 
formationen“ von 8. Lie und б. Scheffers, Leipzig 1896, S. 230). 
Es folgten die Arbeit von E. Picard (Annales scientif. de l’Ecole 
Norm sup. 2, Bd. 6, 1877, S. 229) und eine Note von P. Appell 
(Archiv der Mathem. u. Physik, Bd. 60, 1877, S. 274). Die Bedingung, 
unter der eine Kurve eines linearen Komplexes vorliegt, ergibt sich, 
wenn man die vorige Gleichung fünfmal differenziert und die Kon- 
stanten A... eliminiert. Sie wurde zuerst von Е. Halphen auf- 
gestellt (Journal de l'Ecole polytöchn., Cahier 47, Ва. 28, 1880, S. 6) 
und enthält die Ableitungen der Koordinaten bis zur sechsten Ordnung 
einschließlich. Wir werden unter Anwendung der Frenetschen 
Formeln zeigen, daß man zur Entscheidung darüber, ob die Tangenten 
einer Kurve einem linearen Komplex angehören oder nicht, nur die 
Ableitungen der Koordinaten bis zur fünften Ordnung einschließlich 
nötig hat. Wir differenzieren die Ausgangsgleichung zweimal nach s 
und erhalten das System: 


(Bg, — С% + D)a + (Cg, — Ag + E)B +Ag – Bg, + F)y = 0, 
(Bg, — Cg, + 0)1 + (Cg, – Ag + E)m + (Ag, — Bg, + ЕЁ)» = 0, 
(Bg; — С% + D)à + (Cg, — Ао; + E)u + (Ag — Bg, + Е)» 
=r(Al+ Ви + О») 
oder: 
Воз — Сф + D =r (A1 + Bu + Съ), 
(1) Cg, — Ag, + E =ru (A1 + Bu + Cv), 
Аф — Bg, + F=rv(A + Ви + Cr). 


Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit А,В,С 
und addieren sie, so folgt: 


(2) Ар + ВЕ + СЕ = "(Ал + Ви + Cv}. 


Wenn Ар + ВЕ СЕ gleich Null ist, so nennt man den 
Komplex einen speziellen. Ein solcher besteht aus den sämtlichen 
Treffgeraden einer festen Geraden. Jede ebene Kurve ist eine Kurve 
von allen speziellen Komplexen, bei denen die feste Gerade (Achse) 
in der Ebene der Kurve liegt. Eine nicht ebene Kurve kann nicht 
eine Kurve eines speziellen Komplexes sein. Denn die Gleichung: 


АА + Вр + Ons 0 
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zöge hier die Gleichung: 
Al+Bm+Cn=0 
sowie: 
Ас + ВВ + Су = 0 
nach sich, so daß A, B, С zugleich verschwinden müßten. Dann 
würde sich die Ausgangsgleichung auf 


Ра + ЕВ + Fy=0 
beschränken, aus der durch Integration: 
Dg, + Еф + Fg, = const. 


hervorgeht, wonach die Kurve entgegen der Voraussetzung eine ebene 
Kurve wäre. 


Wir müssen also die Zahl 4D + ВЕ + СЕ als von Null ver- 
schieden betrachten. Dann können die Ausdrücke: 


Bg, — Cg + D, Cg, – Ag, + Е, Ag, — Ву + Е 
nicht zugleich verschwinden, und aus den Gleichungen (1) folgt: 
A:u:v= Во, — 09 + D : Cg, — Ag; + Е: Аф — Bo, + Р. 


Hieraus ergibt sich unmittelbar der Liesche Satz, daß alle 
durch denselben Punkt gehenden Kurven ein und desselben 
Komplexes in diesem Punkt dieselbe Schmiegungsebene 
besitzen. 

Die Gleichung (2) zeigt sodann den weiteren Lieschen Satz, 
Чай alle durch denselben Punkt gehenden Kurven ein und 
desselben Komplexes in diesem Punkt dieselbe zweite 
Krümmung besitzen. 

Wir können dies auch direkt zeigen, indem wir aus dem 
System (1) die Folgerung: 


Z (Bg; — 0% + D) = r’ (A1 + Bu + Съ)? 
ziehen, aus der sich mittels der Gleichung (2): 


_ Z(Bg -C09 +D} 
S AD+BE+HCF 


ergibt. Dieser Ausdruck vonr lehrt, daß die zweite Krümmung einer 

Komplexkurve an einem im Endlichen liegenden Punkt auch 

stets einen endlichen, von Null verschiedenen Wert besitzt. 
Um die gesuchte Bedingung abzuleiten, setzen wir: 


Аа + ВВ + Су = Bu 
Al + Вт + Сп = Ñ, 
Anz /® 200 59 
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Differenzieren wir die Gleichungen (1) nach s, so folgt: 
dr 


By — СВ = glS +18 + Lë usf, 


Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit A, u, v 
und addieren sie, so findet sich: 


d 9s t 26, = 0, 
folglich: 
"4-20, 
oder: í ы S 
e E 2 
8, (х -7 eler 


Unter Berücksichtigung der Gleichungen: 
S?+8°+8:= А? + В? ++ @ = 
AD + ВЕ-ОЁЕ=<=тбу 


AD+BE+OF dë охур di ауз 
Se уз „ел уй, 


Die gesuchte Bedingung besteht also darin, daß der 
Ausdruck: 


ergibt sich: 
2А + В? + С? = 


ИЕ Оут З Ee 
ДБ Е аин) 
einervonNullverschiedenen Konstanten gleich sein muß. 
Um eine Form unserer Bedingung zu erhalten, die der Halphen- 
schen entspricht, setzen wir die Ableitung des obigen Ausdruckes 


gleich Null. Zur Abkürzung werde: 


genommen. Man hat dann: 


und die gesuchte Ableitung nimmt die Gestalt an: 


со? 


А E oe Sal 
2r Le + oi Ke o 2r 


Würde с verschwinden, so müßte 5, verschwinden, und das ist 
nur bei einer ebenen Kurve möglich. Wir können somit die 
Bedingung, unter der die Tangenten einer Kurve einem 
linearen Komplex angehören, auch in der Form: 


aussprechen. 
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Ist diese Bedingung erfüllt, so läßt sich der lineare Komplex, 
dem die Tangenten der Kurve angehören, leicht bestimmen. 
Wir setzen: 


rer BF TR EL 


wo jetzt % eine Konstante bedeutet. 
Aus den Gleichungen: 


Аас + ВВ + Су = 8,, 


Al + Bm+ Сп – 1,8, 
АА + Bu + Съ = 2.8, 
folgt: 
А __ @6а—7 оса—"1+21 


АЗ В б _ ут 


В _ eef-rm+2n 
VEFE} у" 
k 

С 00у —"п| 22 


VEFE E 
dë 


Die Gleichungen (1) liefern jetzt unmittelbar die Werte von 
D E F 
› = und 
VA’+B?’+C? V4*+B?+0° ҮА + ELO ES 
Damit ist der gesuchte lineare Komplex völlig bestimmt, denn er 
ändert sich nicht, wenn die Zahlen A... F mit einem Faktor multi- 
pliziert werden. 

Das einfachste Beispiel von Kurven eines linearen Komplexes 
bieten die gewöhnlichen Schraubenlinien dar. Hier ist sowohl o wie r 
konstant, also auch бв. Nehmen wir als Gleichungen einer gewöhn- 
lichen Schraubenlinie die folgenden: 


z=pecost, y=psni, 2 = (і, 
so ergibt sich: 
— — Sé ECK 
erg ET 
Sowohl A wie B verschwinden. Man darf daher С gleich Eins 
nehmen. Dann folgt: 
Val Bel, = 


Ein weiteres Beispiel liefern die algebraischen Raumkurven dritter 
Ordnung. Indem wir in betreff des allgemeinen Beweises dieser Be- 
hauptung auf die Darstellung in den „Vorlesungen über Geometrie 


6 
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unter besonderer Benutzung der Vorträge von A. Clebsch, be- 
arbeitet von F. Lindemann, Bd. 2, Teil 1, Leipzig 1891, S. 242“ 
verweisen, betrachten wir die besondere Kurve dritter Ordnung, die 
durch die Gleichungen: 


13 t? 
? Wë 


o| 


dargestellt wird. Wenn die Bogenlänge der Kurve als mit wachsendem € 
wachsend angesehen wird, ergibt sich: 


ia Baer; 
t? 
1 t 3 
«= CH В = Gi Er oi 
ES: TEA d 
2 2 2 
+? 
E Ke 
l= oi m ax SE nn oi 
SÉ WE tz 
t 
А = › ш= — › v= . 
ți t t 
"is z 1+5 
1\2 1\2 13 
e=(1+45)> r=-(1+45), в k=l 


Weiter folgt; wie vorhin: 
А=0, B=0, 0-1, D=0, E=0, F=--1=K. 


Die betrachtete Kurve hat infolge der Gleichung е = — 1 die 


Eigenschaft, eine isogonale Trajektorie der Erzeugenden eines Zylinders 
zu sein. Die Richtungskosinus dieser Erzeugenden, oder mit anderen 
Worten, die Richtungskosinus der rektifizierenden Kanten der Kurve 
sind: 


1 1 
у= 0 SEH 
үзү va 
Führen wir ein a, v, w-System mit Hilfe der Gleichungen: 
= g+z 
= y =v, ER 


ein, so werden die Gleichungen der Kurve die folgenden: 


ee 
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Die Gleichungen der Filarevolventen der Kurve sind: 


і? 
S 3 = 
эш E Ту 


т 
wW renn ya 

Diese Filarevolventen sind die Evolventen der senkrechten Pro- 
jektion der Kurve auf die u, v-Ebene, somit die Evolventen der durch 


die Gleichung: 
2 
u = 0 (1 — ЕУ, 


dargestellten Kurve dritter Ordnung. 


8 21. Eine Untersuchung von G. Koenigs. 


Die Aufgabe, einer gegebenen Kurve eine zweite so 
zuzuordnen, daß 1. jedem Punkt (P) der ersten ein 
Punkt (P,) der zweiten entspricht, und 2. der Punkt (P) 
in der zu (P) gehörenden Schmiegungsebene der ersten 
Kurve, der Punkt (Р) ір der zu (P,) gehörenden Schmie- 
gungsebene der zweiten Kurve liegt, ist von G. Koenigs 
gelöst worden (American Journal of Mathematics, Bd. 19, 1897, 5. 259), 
und zwar unter Anwendung homogener Koordinaten. Wir wollen 
die Lösung unserer Aufgabe mit rechtwinkligen Koordinaten durch- 
führen, damit die Rolle, welche hier die beiden Krümmungen der 
gegebenen Kurve spielen, berücksichtigt werde; wir bemerken aber 
ausdrücklich, daß die Überwindung der in der Aufgabe liegenden 
Schwierigkeit von б. Koenigs herrührt. 

Zunächst haben wir eine Hilfsbetrachtung nötig, um die vierten 
Ableitungen der Koordinaten nach der Bogenlänge durch die drei 
ersten auszudrücken. Aus der Gleichung: 


de 1 
dei о 
folgt: 
1 
4% e КС 50 
dei 03 +1 de er” 


ай Г 
die Af S E ЗА сыз 
# ера dei oi от? r ds о ds/ 
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Drücken wir hierin e, l, A durch die drei ersten Ableitungen 
von x nach s aus, so ergibt sich eine Beziehung von der Form: 


ER 
wo ; ; 
ӘР, = A кеу 
! вр, HA 
77-8 = — 8 


Verstehen wir nun unter Lk und f, zwei Funktionen von s, so 
stellen die Gleichungen: 


dr а?х 
== +55 + 6да! 


ау 
ds 


DIT et 


dz 27 
$=:+4,, +4 


die Koordinaten einer Kurve dar, bei welcher der zu s gehörende Punkt 
in der Schmiegungsebene des zu s gehörenden Punktes (x, у, 2) der 
gegebenen Kurve liegt. Soll der Punkt (x, у, г) in der zu dem Punkte 
(Ё, 1, &) gehörenden Schmiegungsebene der zweiten Kurve liegen, so 
muß es zwei Funktionen т, und r, von s derart geben, daß: 


PE 


08 + 175 T? USW. 


ве ет 


Setzen wir hierin den obigen Ausdruck für Ё ein, во folgt: 


o=% (а (16) + rh") +5 dE (6+4) + (12647) 


Д 
Ka 5 ZC т, (h + 24')) F E ed? тәф. 


йж, йїж dia 

Aber = ist, wie wir sahen, linear und homogen in E 
Da die vorige ge besteht, wenn x durch y oder z ersetzt wird, 
so müssen, nachdem 9 = durch 52 de, ck ч с 
dæ di 4 М А 
у Zar’ та e? Dies liefert die Gleichungen: 


ausgedrückt ist, die Koeffi- 
zienten von 
Letté — 4Р,т,, = 0, 
l + nth) + Hh +") — 6 Р„т„% = 0, 
т. + Talt + 2) — 4Р,т„Ь = 0. 


www.rcin.org.pl 


284 Zweiter Teil. Kurven im Raum. 


Die Elimination von т, und т, ergibt: 
V GN —4Р,2,) Ег t (1 S 4') (7 шт 2%! @ 4Р,) 
T GU Sr ty) (4 +2&! = 4P,%) 
= (1 SG 2 E ta" E: 6Р,%) = 0, 
oder, da das Glied — 4t (1 +4') zweimal auftritt: 
206" — 4 Pta) — (1+4) (26 +2 —4Р,%) 
+Ф%+®')@+2ь/ — 4 Pit) 
— it (h t h" — 6 Pit) = 0. 
Wir führen nun eine Hilfsfunktion т von s ein, welche durch 
die Differentialgleichung: 
„+ 2P h= Zb 
definiert sei. Dann ergibt sich: 


' hg r dl 
Vie BEI + 4P h AP, En 2Pı (2) +087 


(+) (+26 —4Р,,) = —2Р,ҺЬ+ = (tih —4 Pt?) + SI ww 


somit: 


10+) 06 22 4Р0) – 6606 +") 
d?l 
=i (— 2P'— 4P? + (® )' de 1252). 


Da: 
—һ(1+%')@ +24 4Р0) = (1+4) 4, 
во nimmt unsere Bedingung die Form an: 
EE EE EE + (З) + 8 146-0. 


Setzt man jetzt: 7 
99 — it 


oder: 
29 = 8: нъ m 
so folgt: 


ыа (etarmi + (2). + 08+; )» 


wodurch unsere Bedingung in: 
9" — 2P tr — (P! + 2P – 3P )irt=0 
übergeht. Aber: 


dt, т 
tt = 2P, tt — Fr › 
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folglich: 
= ((P'+2P?—-3P,)2P,+2P,},r + (8Р„— Р —2Р NEE 
Unter Benutzung der für Р,, P}, Р, aufgestellten Ausdrücke 
findet man: 
3P,— P! -2P = 34-5 ( - 2) 
Der Ausdruck: 
r"! KZ äi н 2 
2r r 


werde, wie früher S. 279, mit с bezeichnet. Ferner folgt: 


т 


(Р, + 22Р, – ЗР,)2Р, +2Р, е) ета 


a( 1 6 
zo 5) EE ee 
e EE 
Wenn wir also: 

со! в?” 


di: 6-а 


setzen, gewinnt unsere Brent die Gestalt: 


1 6 
FS (“600 + а), а E er Si ar 


ds 


Es sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

Erstens: 6, = 0, d.h. die Tangenten der Kurve gehören einem 
linearen Komplex an. Hier setzen wir Gr gleich einer willkürlich 
gewählten Funktion von s, etwa U(s), und erhalten 


Ө = LG — >) U(s) + const., 


20? 
4r=2BU-U, —т— 2 (8ри0+2Р,0' – 0") 9 


2P, U—U' 
кы A E 


so daß ё und /, mit Hilfe der willkürlich zu wählenden Funktion U 


dargestellt sind. 
Zweitens: 6, > О. Hier bezeichnen wir wieder eine willkürlich 
gewählte Funktion mit U(s) und setzen: 
_4rdU(s) 
im 6, de 


Dann folgt: 


— (1 — =) ш + U + const., 
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_8DBrü' а Gi 
6, 


d [Рут U" d? үт0' 
SE ( а еа) 
woraus sich 2, und CG unmittelbar bestimmen lassen. 

So wichtig das in den vorstehenden Formeln ausgedrückte 
Koenigssche Ergebnis an sich ist, indem es einerseits zeigt, daß 
die Lösung unserer Aufgabe keine Integrationen erfordert, und 
anderseits, daß der Umstand, ob die Tangenten der gegebenen Kurve 
einem linearen Komplex angehören oder nicht, von Einfluß auf die 
Lösung ist, dürfen wir uns doch nicht die geringe Brauchbarkeit der 
Lösung verhehlen, wenn die Aufgabe durch weitere Forderungen 
eingeschränkt wird, wie z. B. die der Unveränderlichkeit des Abstandes 
der Punkte (x, y, г) und (#, т, £), oder des Winkels, den dieser Ab- 
stand mit der Hauptnormale der gegebenen Kurve bildet. Einen 
Fall, in dem die Koenigsschen Formeln zum Ziele führen, werden 
wir im folgenden Paragraphen kennen lernen. 


5 22. Bertrandsche Kurven. 


J. Bertrand kam bei Gelegenheit einer flächentheoretischen 
Untersuchung auf die Frage, unter welchen Umständen die 
Hauptnormalen einer Kurve zugleich die Hauptnormalen 
einer zweiten Kurve sein können (Journal de Mathematiques, 
Ва. 15, 1850, S. 343). Er fand unter Benutzung flächentheoretischer 
Hilfsmittel, daß der fragliche Fall nur eintreten kann, wenn die erste 
und zweite Krümmung einer Kurve durch eine Beziehung von der 


Form: 
U v 


о т 
verbunden sind, in der u und v Konstante bedeuten. Die zweite 
Kurve wird dann durch die Gleichungen: 


E=xr+ul, у= HL ит, Ëss 2 + un 
festgelegt. 

Wir leiten diesen Satz zuerst mit Hilfe der im vorigen Para- 
graphen gefundenen Formeln ab. Soll der Punkt (Ё, o, $) auf der 
zum Punkt (x, у, 2) gehörenden Hauptnormale liegen, so muß #, 
gleich Null sein. Damit die Verbindungsstrecke zwischen beiden 
Punkten in der Hauptnormale der zugeordneten Kurve liege, muß 
die Tangente der zugeordneten Kurve senkrecht zu der Verbindungs- 
strecke sein, d. h. 
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Nun ist: 
dp dis ОТЕ e ТИ 
ds VT о (61+ +)’ 
somit: 
dër. 1 dt, i o 
SE eh 
Die Gleichung: 
dt, SCH 
Eé LS крт 0 
ergibt: 
b = up, 


wo u eine Konstante bedeutet. 

Die in den Koenigsschen Formeln auftretende Funktion U(s) 
muß derartig bestimmt werden, daß die Gleichungen t,=0 und t =uọ 
erfüllt sind. Wir führen dies nur unter der Voraussetzung 6, 20 
durch, da der Fall 6, = 0 ganz entsprechend behandelt werden kann. 
Die Bedingung i, = 0 ergibt: 

арш асани 
(+) D 2) 

Es sei & gleich +1 oder gleich — 1, je nachdem r positiv oder 

negativ ausfällt. Dann liefert die Integration der vorstehenden 


Gleichung: At 
Sg й over, 


wo с eine Konstante bedeutet. Da т gleich 9 wird, so ergibt die 
Gleichung für т: 


Taler — eil 4coyer + U+ const. | = 4coyer, 


oder: 
(уз = 2) 4coVer + U+ const. — te Var =0. 


Differenziert man diese Gleichung nach s und setzt für U’ den 
obigen, für б, den S. 285 angegebenen Ausdruck ein, so folgt nach 
einigen Vereinfachungen: 


(А i 
o r r 
SS EES 0, 
o ro ur 
oder: 
т' or — то! 
wr oi i 
d. h. 
r r 
— = — + const., 
“ o 
одет: 
и v 
ee] 
«ТҮ 


wenn v eine Konstante bedeutet. 
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Um dies Ergebnis ohne Benutzung der Koenigsschen Formeln 
abzuleiten, stellen wir eine die Hauptnormalen der angenommenen 
Kurve schneidende Kurve durch die Gleichungen dar: 


Sail, n=yH+um, 5= 2 4 ип. 


Dann ist: 
Ace du & DH 
ан ӨЕ): 
Damit die Tangente der zweiten Kurve senkrecht zur Haupt- 
normale der ersten sei, muß u konstant sein. Die Bogenlänge der 
zweiten Kurve bezeichnen wir mit 6 und erhalten weiter, wenn sie 


als mit wachsendem s wachsend betrachtet wird: 


ECK 


Damit die Hauptnormale der zweiten Kurve mit der der ersten 
zusammenfalle, müssen die Koeffizienten von œ und A in dieser 


dE 


Gleichung verschwinden. Der Koeffizient von « im Zähler von do! 


ist gleich: 
u? DA т шо! 
= |(1— О + k 


der von A ist gleich: 


daher: 
oder: Ето 
н) 


одет: 


www.rcin.org.pl 


§ 22. Bertrandsche Kurven. 289 


wo v eine Konstante bedeutet. Ist diese Bedingung erfüllt, und ist 
в gleich +1 oder gleich — 1, je nachdem r > 0, so folgt: 


dE _va—ul а? vr —uo 


de "ware de obite 


Die Richtungskosinus der Tangente, der Haupt- und Binormale 
der Kurve (£, 1, $) sollen mit e, В,, у; 11, My ж; Ay, Ш, э, bezeichnet 


werden, ihre erste und zweite Krümmung mit 2, L, 
1 1 
Wenn пип г, gleich +1 oder gleich — 1 ist, je nachdem vr — uọ 
positiv oder negativ ausfällt, so wird: 


v@a—uh ux+ vl 
y = ê ——; 1, = 1, А, = 8 SH 
x yep 1 CMN Уа? о? 
1 vr —uo 1 r 


TR EE 

Aus diesen Gleichungen folgt дег Р. Serretsche Satz, daß ent- 
sprechende Tangenten und entsprechende Schmiegungs- 
ebenen beider Kurven einen konstanten Winkel miteinander 
bilden (Theorie nouvelle géométrique et mécanique des lignes à double 
courbure, Paris 1860, S. 109), ferner der Schellsche Satz, daß das 
Produkt der zweiten Krümmungen beider Kurven konstant 
ist (Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krümmung. Leipzig, 
1. Aufl. 1859, 9. 76, 2. Aufl. 1898, 8. 110), endlich der A. Mann- 
heimsche Satz, daß das Doppelverhältnis entsprechender 
Punkte beider Kurven und der zugehörigen Mittelpunkte 
der ersten Krümmungen konstant ist (Comptes rendus de l'Acad. 
des sciences, Paris 1877, Bd. 85, S. 212). Zum Beweise des letzteren 
Satzes bemerken wir, daß man für die Koordinaten des Mittelpunktes 
der ersten Krümmung der Kurve (é, n, 5) die Gleichungen hat: 


т, = & usw. 
vr — шо 


H 
Das fragliche Doppelverhältnis wird daher gleich: 


о о(ит |00) – и(0т— ио) wtr? 
о—%` v(ur + vo) E ee 


да: 
(e—-u)(ur+ve)= 0..0, 


Die Kurven von konstanter erster Krümmung gehören zu den 
Bertrandschen Kurven und entsprechen der Festsetzung v = 0. 
Eine Kurve von konstanter zweiter Krümmung gehört, da u nicht 
verschwinden kann, nur dann zu den Bertrandschen Kurven, wenn 
auch die erste Krümmung konstant ist. Die Kurve ist in diesem 
Falle eine gewöhnliche Schraubenlinie. 

y.Lilienthal, Differentialgeometrie. I, 19 
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$ 23. Untersuchungen von 8. Lie und L. Bianchi. 
Kurven von konstanter erster oder zweiter Krümmung. 


S. Lie hat im fünften Band des Archiv for Mathematik og 
Naturvideskab, Christiania 1881, S. 329, ein Verfahren angegeben, 
mit Hilfe dessen aus einer Kurve von konstanter zweiter Krümmung 
andere Kurven mit derselben Eigenschaft abgeleitet werden können. Im 
Anschluß hieran veröffentlichte L. Bianchi im Giornale di Matematiche, 
Bd. 21, 1883, S. 222, ein Verfahren zur Bestimmung von Kurven 
konstanter erster oder zweiter Krümmung. Wir folgen der Dar- 
stellung Bianchis, nehmen aber diejenigen Änderungen vor, die 
durch unsere Festsetzungen, daß о >O und: 


sei, bedingt sind. 
Um den Lieschen Satz abzuleiten, denken wir uns eine Kurve 
durch die Gleichungen: 


£ = ж + 7 (ксозд +lsin®), n =y +r(Bcos? + msin®), 
E =z + 7 (усов 9 + nsin?) 


bestimmt, in denen $ eine willkürlich gewählte Funktion von s bedeutet. 
Der dem Punkte (x, у, 2) entsprechende Punkt (Ё, э, £) liegt in der zu 
dem Wert s gehörenden Schmiegungsebene der gegebenen Kurve. 
Sein Abstand vom Punkt (x, y, 2) ist gleich dem absoluten Werte 
von r, und der Winkel dieses Abstandes mit der zu s gehörenden 
Hauptnormale der Kurve (x, y, 2) ist gleich 9. 
Wir betrachten r als konstant und bezeichnen die Bogenlänge 
der Kurve (£, 1, £) mit o. Dann ergibt sich: 
do? 1, 49 sin®\? 
СБУ ЕЕ: 


r 


Setzen wir fest, daß o mit s wachsen soll, und bestimmen 9 mit 
Hilfe der Differentialgleichung: 


Sim 9 


r =0, 


d® 1 
de Te 


so werden die Bogenlängen beider Kurven zwischen entsprechenden 
Punkten einander gleich. Wir können daher б gleich з nehmen und 
erhalten: 


= асов? 9 +1sin®cos® — Asin®, 


dé 
ds 
= = G — =>) (о віп 9 cos 9 + віп? 9 + 1 соз 9). 
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Die Richtungskosinus der Tangente, der Haupt- bzw. Binormale 
der Kurve (£, n, {) seien œ, В,, у; L My 15 Ay, Uy 11; ihre erste und 
zweite Krümmung werde mit 2,21 bezeichnet. Ist &, gleich +1 oder 
gleich — 1, je nachdem der Ausdruck: 

1 _2sin® 
g r 
positiv oder negativ ausfällt, so ergibt sich, da о, positiv sein muß: 
«ү == «сов? 9 + Lsin # cos 9 — Asin®, 
l, = & (в sin 9 соз #' + lsin? 9 +4 А соз 9), 
А, = гу(«вїш 9 — lcos®), 
E nen 


die zweite Krümmung der abgeleiteten Kurve ist also gleich 
der der Ausgangskurve. 
In betreff der Differentialgleichung: 


d? sing 1 
ds r В TE 0 


sei hervorgehoben, daß sie durch die Substitution tgŽ = 9; in eine 


Riccatische Differentialgleichung übergeht. Sie kann also durch 
Quadraturen integriert werden, falls man ein partikuläres Integral 
von ihr kennt. 

An den dargelegten Satz von Lie knüpfte Bianchi die folgende 
Bemerkung: 

Ordnet man einer beliebigen Kurve, die also auch eine 
veränderliche zweite Krümmung besitzen kann, durch die Glei- 


chungen: 
8 = | аз, n= f Bas, t= fras 


eine neue Kurve zu, so hat die letztere mit der Aus- 
gangskurve die Bogenlänge gemein, aber auch, falls #(5) 
der Differentialgleichung: 
sind o 

E 


dä 1 
de Te" 
genügt, die zweite Krümmung. 

Diese Zuordnung ist auch dann möglich, wenn die Ausgangs- 
kurve durch eine gerade Linie vertreten wird. Die erste Krümmung 
ist dann als gleich Null zu betrachten. Die Binormalen sind als 
nach einem beliebigen Gesetz aufeinanderfolgende, die Ausgangsgerade 
senkrecht schneidende Geraden zu betrachten. Bedeutet also ф($) 

19” 
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eine willkürlich angenommene Funktion von s, während die Ausgangs- 
gerade mit der z-Achse zusammenfällt, so ist: 


а = 0, В = 0, к= 
l= + sing, = — cosp, n=0, 
Ä = cosp, ш = віш 9, 2 = 0 


zu setzen. Die Frenetsche Formel: 


а 1 
ds т 
ergibt: 
1 ' 
Fre. 


Die Bedingung für 9 nimmt die Gestalt an: 
+ g'(s)ds = 0, 


A 

oder: 
tg? = е Ф (з), 

Daraus folgt: 


E 1 — isini 
ind —— 008 9 wn 20009, 
Cos dg cos ig 


Die Gleichungen der zugeordneten Kurve besitzen die Gestalt: 


E EE Ae Ze Ар, 
cos?ip т cos?ip 
_ _ EMT 
d cos? ae ds ` 


Da сов?ф beständig positiv ist, wird &, gleich +1 oder — 1, je 
nachdem oi Le) positiv oder negativ ist. Die erste Krümmung der 
Kurve (¢, n,8) ist gleich: 

22, p' (8) 
cos Zeie 


die zweite gleich — ф'(5). 
Wollen wir auf diesem Wege eine Kurve mit konstanter zweiter 
Krümmung erhalten, so ist: 


(8) = + т 


zu setzen, wo R und т Konstanten bedeuten. Für т = 0 ergibt sich: 


sin — сов A 
= Ben = Е, t=s+iRtgt 
ST = 
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H 
Die Entwicklung von Ё beginnt mit dem Gliede эре mit 


wachsendem s wächst also auch &. Die den verschiedenen Werten 
von r entsprechenden Kurven werden durch Drehung der Kurve 
т== 0 um die z-Achse erhalten. Die so entstehende Umdrehungs- 
fläche ist die Rotationsfläche der Traktrix. Bei positivem R windet 
sich die Kurve т = 0 von der positiven y-Achse nach der negativen 
x-Achse hin um die z- Achse hinauf, bei negativem R von der 
negativen %-Achse nach der negativen —— Achse hin, so daß zwei 
Typen von Kurven mit konstanter zweiter Krümmung gefunden sind. 

Eine weitere Bemerkung Bianchis führt zur Bestimmung 
von Kurven mit konstanter erster Krümmung. Ordnet man 
einer gegebenen Kurve mittels der Gleichungen: 


= Глаз, GER uds, é=] vds 
eine zweite zu und nimmt & gleich +1 oder — 1, je nachdem 20, 


so ist offenbar E die erste Krümmung und — — die zweite Krümmung 


der zugeordneten Kurve. Auf diese Weise wird aus einer Kurve 
von konstanter zweiter Krümmung eine solche von konstanter erster 
Krümmung erhalten. 

Wir weisen noch auf die Aufgabe hin, das Bianchische Ver- 


fahren zur Auffindung von Bertrandschen Kurven zu verwenden. 


8 24. Geometrische Bedeutung von зе und r. 


1. Wir legen durch die Punkte einer Hauptnormale, die zu einem 
gewöhnlichen Punkte der Kurve (== 9.(5), У =9:(8), 2= 93 (eil gehöre, 
Ebenen, die zu ihr senkrecht sind. Eine solche Ebene hat die 


Gleichung: Ж(@—ж—т1)ї=0 


Soll der zu dem Werte s + 4s gehörende Kurvenpunkt in dieser 
Ebene liegen, so muß: 


Ж(д, (в + 45) — Ф (8))1 SS 


sein, oder: 
— — z AS em 7, 
Hieraus geht hervor, daß für ein absolut genommen hinreichend 


kleines 4s die Zahl т positiv ausfällt, und daß für ein hinreichend 
kleines т zwei Werte von 4s vorhanden sind, die sich aus der Ent- 


wicklung: 
а 
4з = Ү?ө үт 4 ГГ (Ит) +. 
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ergeben, je nachdem Ve als positive oder als negative Zahl betrachtet 
wird. Der Wert von As bei positivem Ve sei 2,5, der bei nega- 
Beem үт sei 27,8. Der Mittelpunkt der Sehne, welche die zu den 
Werten s + 2,5 und s+ 2,5 gehörenden Kurvenpunkte miteinander 
verbindet, besitze die Koordinaten £, Yọ; 2). Dann ergibt sich: 


%=2+ (5 eist ., usw. 
Hierdurch ist eine Kurve festgelegt. Die dem Grenzwert т = 0 
entsprechende Tangente dieser Kurve berührt im Punkte (x, y, 2). 
Sie liegt in der zu s gehörenden Schmiegungsebene und Ke mit 


der Hauptnormale einen Winkel, dessen Tangente gleich Е a ist. 

Dieser Satz entspricht bei einer Raumkurve dem 5. 61 für eine 
ebene Kurve bewiesenen Satze. 

2. de Saint-Venant hat im Journal de l’ecole polytechnigue 
Ва. 18, cah. 30, Paris 1845, S. 54 eine geometrische Bedeutung der 
zweiten Krümmung einer Raumkurve angegeben, die wir genauer 
untersuchen wollen. 

Wir betrachten einen gewöhnlichen Kurvenpunkt (x = 9,(s), 
y=9,(8), 2 =9,(8)) und tragen von ihm aus auf der positiven Halb- 
tangente die Strecke о ab. Durch den erhaltenen Punkt (2 =g, + oa, 
y=9-+oß, 2= 9, + оу) legen wir eine zur Tangente (e, В, у) senk- 
rechte Ebene. Dieselbe schneidet die Tangentenfläche unserer Kurve 
in einer ebenen Kurve, für welche der zu s gehörende Krümmungs- 
mittelpunkt bestimmt werden soll. 

Die Gleichungen der zu (s + Is) gehörenden Kurventaugente sind: 


E=x+Jc+rle+Ae), usw. 
Damit der Punkt (£, 7, 6) in unserer Ebene liege, muß: 


Х(Ё —-2—o0)a=0 
sein. Dies ergibt: 


2(42 — ос + ele -L Aelle = 
одет: 
т — 0.28 At 


Die Zahl т ändert sich mit /s. Wir setzen demgemäß: 
T=o+n4+2 48 4 
Die vorletzte Gleichung ergibt dann: 


en л 
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Hiermit erhält man: 


Е=24(0—48--)а+ (48 + (ae) EDD 

Wir ziehen in unserer Ebene durch den Punkt (7, + o«,...) 
eine Parallele zu der zu s gehörenden Hauptnormale und nehmen 
sie zur w-Achse, ebenso eine Parallele zur Binormale und nehmen 
sie zur v-Achse. Dann sind die Gleichungen des Schnittes hinsichtlich 
des u, v-Systems die folgenden: 


u=4s+ 5 (5 2. 


— am — 452 е c a 
а AR d + 


Die Koordinaten des zu 4s = 0 gehörenden Krümmungsmittel- 
punktes der Schnittkurve sind somit: 


u=0, v=—r. 


Sowohl dieses Ergebnis, wie manche ähnliche geometrische Be- 
deutung von о und y, erhält erst durch flächentheoretische Betrach- 
tungen seine richtige Beleuchtung. 


IV. Kinematische Betrachtungen. 


8 25. Transformation rechtwinkliger Koordinaten, 
Allgemeines. Schiebung. 


Gehen wir von einem Punkte P einer ebenen Kurve zu einem 
zweiten Punkt Р' der Kurve über, so läßt sich, wie wir im § 3 8. 11 
sahen, die in P berührende Tangente der Kurve durch eine Drehung 
der Ebene der Kurve in die in DI berührende Tangente überführen. 
Diese Drehung vollzieht sich um einen Punkt herum, der, wenn das 
Bogenstück PP' in den Punkt P zusammenschrumpft, in eine Grenz- 
lage gelangt, in welcher er der zu P gehörende Drehungsmittelpunkt 
der Kurve genannt wurde. Können wir eine ähnliche Betrachtung 
bei einer Raumkurve durchführen? Da zeigt eine eingehendere Unter- 
suchung, daß die nächstliegende Aufgabe darin besteht, die einfachste 
Bewegung des Raumes zu bestimmen, welche das zum Punkte P der 
Raumkurve gehörende Dreikant der Tangente, Haupt- und Binormale 
in diejenige Lage überführt, welche das zum Punkte Р' der Kurve 
gehörende entsprechende Dreikant vor der Bewegung innehatte. 

Um diese Aufgabe zu lösen, nehmen wir zunächst außer dem 
System der x, у, 2- Асһве ein zweites rechtwinkliges System, das der 
Е, n, &-Achse, an und fragen, ob es möglich ist, das erste System so 
zu bewegen, daß die positiven Teile der x, у, z-Achse bezüglich in 
die Lage der positiven Teile der £, т, &-Achse gelangen. 
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Die Richtungskosinus der positiven &-Achse seien «,, ß,, 7,; die 
der positiven -Achse seien «,, ß,, ui die der positiven &-Achse 
seien &,, Вз, у. Zwischen diesen neun Richtungskosinus bestehen 
zunächst die Beziehungen: 

а? + В, +? = 1, 
w? + В + уз? = 1, 
а? +В + у = 1, 
es + В.В + уу = О, 
б + Babs + уув = 0, 
ep + В.В, + узу = 0. 
Die Kosinus der Winkel, welche die positive z- Achse mit der 
positiven Ё, 7, $-Achse bildet, sind oe оъ, оз; ebenso sind die Richtungs- 
kosinus der positiven %-Achse bzw. z-Achse hinsichtlich des 
8, 1, &-Systems ß,, В,, В, bZW. у;, Yas y3. Wir haben daher auch: 
а? о + оз? = 1, 
В,? + В.? Ir Вз? = 1, 
mr Ss у? Е уз? = 1, 
SÉ + 68, + о В, = 0, 
Bırı + Biet Вуз = 0, 
^9 + 79, + ўа; = 0. 


Bezeichnen wir mit ғ einen Proportionalitätsfaktor, so ergibt 
sich aus der vierten und sechsten Gleichung des Systems (1): 


(1) 


(2) 


Ea, Us ie Ву), Йй = (уаз — Уза), EPI = (0 8 — Ва). 
Aber: 
(Ba Ys — }з)* + (Pelz — Ys)? + (а, В — Воз)? 
= Les" + ак Ж E + 6 + уз”) — (29% + Babs + 773) = 1, 


somit ist г? gleich Eins. Ebenso zeigen die für œ, |, у, ge 
fundenen Gleichungen, daß die Determinante: 


a В, jn 
Ga Be je | 
ge Ps ai 


den Wert г besitzt. 
Die vierte und fünfte der Gleichungen (1) ergeben: 


do, (2. Ёз — В,7з), #8, = (& Уз — 9), Ep = (Вв; — «, В). 


Hiernach ist unsere Determinante gleich d. so daß ғ = zl 
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Endlich ergibt die fünfte und sechste der Gleichungen (1): 


de = (hr) E" Ba = (оа — 01 Pa) 8 Уз = (0, Bo — В.о). 

Auf Grund dieser Beziehungen erhält obige Determinante den 
Wert d so daß "=. 

Wir bestimmen nun die geometrische Bedeutung der Zahl г. 

Der Schnittpunkt О, der Ё, ү, -Achse besitze die Koordinaten 
a,b,c. Mit Р,, Р,, Р, bezeichnen wir die Punkte, welche im Ab- 
stande Eins von О, auf der positiven #, у, &-Achse liegen. 

Die durch O,, Р,, Р, gelegte Ebene hat die Gleichung: 


2 у 2 1 

a b € il 
ota abe Be 

te btp, et! 
Diese Gleichung befindet sich in der Normalform der Gleichung 
einer Ebene; denn die Koeffizienten von =, у, 2 sind der Reihe nach 
gleich &«,, zf, Ei sie besitzen also die Quadratsumme Eins. Wenn 


wir statt х,у, 2 der Reihe nach a+«,b-+ Bp C+ y, setzen, so 
geht die obige Determinante in: 


o 
d р CH 
& 
o 


oder in: 

а AM 

e 6 Pl 

аз Ês 7a 
d.h. in ғ über. Es bedeutet also г die positiv oder negativ ge- 
nommene Maßzahl des senkrechten Abstandes des Punktes P, von 
der Ebene O,P,P,, je nachdem Р, auf der einen oder anderen Seite 
dieser Ebene liegt. Nun können wir das Tetraeder O, P, P,P, so 
bewegen, daß О, in den Koordinatenanfangspunkt fällt und Р, in 
den positiven Teil der y-Achse, Р, in den positiven Teil der z- Achse. 


Fällt dann P, in den positiven Teil der x-Achse, so wird die letzte 
Determinante gleich: 


OI 


H 
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d.h. є hat den Wert Eins; fällt aber Р, in den negativen Teil der 
2-Асһѕе, so wird die Determinante gleich: 


Fe 
en 0 
| 0.01 


und ғ besitzt den Wert — 1. Im ersteren Falle ist das System der 
positiven &, 1, -Achsen mit dem der positiven x, y, z-Achsen zum 
Zusammenfallen gebracht, im zweiten Falle hat man noch eine 
Spiegelung des Raumes an der y, z-Ebene nötig, um das Zusammen- 
fallen hervorzubringen. Da aber eine Spiegelung keine Bewegung 
des Raumes darstellt, so ist es im Fall г = — 1 überhaupt unmöglich, 
das eine System durch Bewegung in das andere zu überführen. Wir 
nehmen daher an, daß e gleich Eins sei, und stellen uns die 
Aufgabe, die Überführung durch eine möglichst einfache, leicht 
vorstellbare Bewegung zu bewerkstelligen, da die vorhin betrachtete 
Bewegung im allgemeinen aus einer Verschiebung und zwei Drehungen 
um verschiedene Achsen besteht. 

Die Koordinaten x, у, 2 eines beliebigen Punktes werden durch 
seine Koordinaten #, у, Ё im #, 7, &-System mit Hilfe der Gleichungen: 


Be a a 
(3) y =b + 8,8 + Вт + В,5, 

SCH + pE + yan + ysb 
festgelegt. 

Diese Gleichungen bestimmen eine Abbildung des Raumes auf 
sich selbst. Dem Punkt mit den Koordinaten £, у, 5 im 7, у, #+System 
entspricht ein Bildpunkt mit den Koordinaten z, у, z in demselben 
System. Wir suchen die einfachste Bewegung des x, y, -Systems 
aufzufinden, welehe jeden Punkt in seinen Bildpunkt überführt. 
Dabei sind drei Fälle zu unterscheiden. 

Im einfachsten dieser Fälle ist o, = f, = y; = 1, und damit sind 
0, 03, Bis 8з, Y Yo gleich Null. Hier geht offenbar jeder Punkt 
durch diejenige Schiebung des 2, y, #-Systems in seinen Bildpunkt 
über, welche den Anfangspunkt des x, y, z-Systems in den Anfangs- 
punkt des Ё, 7, -Systems überführt. 

Im zweiten dieser Fälle, den wir im folgenden Paragraphen be- 
handeln wollen, it a=b=c=0; der Koordinatenanfangspunkt fällt 
mit seinem Bildpunkt zusammen. Es wird sich zeigen, daß hier die 
Überführung der Punkte in ihre Bildpunkte durch eine Drehung des 
&,y,2-Systems um eine durch den Koordinatenanfangspunkt gehende 
Achse bewerkstelligt werden kann. Wir bezeichnen diesen Fall kurz 
als Transformation durch Drehung. 


www.rcin.org.pl 


8 26. Transformation durch Drehung. 299 


Im dritten Falle, der im $ 27 S. 304 behandelt wird, kann die 
Überführung entweder durch eine Schraubung oder durch eine 
Drehung um eine bestimmte Gerade bewerkstelligt werden. Wir be- 
zeichnen diesen Fall kurz als Transformation durch Schraubung. 


5 26. Transformation durch Drehung. 
Um die durch die Gleichungen: 


ж = 0, + on 0,6, 
y = В,8 + Pan + BB 
2 = yÉ + 27 + zb 
dargestellte Abbildung des Raumes auf sich selbst als Folge einer 
Bewegung zu erkennen, fragen wir zunächst, ob es Punkte gibt, die 
mit ihren Bildpunkten zusammenfallen. 
Für die Koordinaten dieser Punkte erhalten wir die Gleichungen: 


(к, — 1) + 67 + 66 = 0, 
(1) Bié + (ba—1)n + В = 0, 
мё + pan + (8 – 0)6= 0. 
Man hat: 
(Ba — 1) (в 1) — Бу» = © — fa — Ys + 1, 
Den — Bi (rs — 1) = оз + В, 
Br — 7: (Ba — 1) = б + у. 

Multipliziert man die rechten Seiten dieser Gleichungen der 
Reihe nach mit о — 1, œ, ge und addiert sie, so ergibt sich die Null. 
Es verschwindet also die Determinante der Gleichungen (1), folglich 
bestimmen diese Gleichungen, wenn sie nicht durch das Verschwinden 
sämtlicher Koeffizienten erfüllt sind, eine Gerade oder eine Ebene. 


Im letzten Fall müssen alle Unterdeterminanten zweiten Grades der 
Anordnung: 


“—1 Ge Go 
В, В, = Вз 
Yı Yə ы! 


verschwinden. Setzt man hier die zu œ — 1, В, — 1, уз – 1 gehörenden 
Unterdeterminanten gleich Null, so ergibt sich o = = уз = 1. 
Jetzt verschwinden die Koeffizienten o, &, Bis Bss Yis Yo sämtlich; 
die Gleichungen (1) sind identisch erfüllt, und die Ausgangsgleichungen 
stellen überhaupt keine Transformation dar. 

Um auf einem anderen, für die geometrische Deutung unserer 
Transformation wichtigeren Wege zu zeigen, daß die Gleichungen (1) 
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eine Gerade bestimmen, multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe 
nach zuerst mit «,, ß,, у, dann mit оз, Bo, Ya, endlich mit «,, В,, уз 
und addieren sie jedesmal. So entsteht: 
(1—6) =й са ^6 = 0, 

(2) – æ$ + (1— 8,)7 — 7: = 0, 

— 035 — Ban + (1 — #3) = 0. 
Aus (1) und (2) ergibt sich: 

(В, — о) — (es — у) = 0, 

(8) (v2 — bs) — (В, — %)5 = 0, 

(а — у) — (5 B)y = 0. 
Wenn diese Gleichungen nicht durch das Verschwinden von 
Bi — 95, ©®— Yı; Ya — В, von selbst erfüllt sind, geben sie die Lösung 
der Gleichungen (1) und führen auf eine bestimmte, durch den 
Koordinatenanfangspunkt gehende Gerade. Was bedeuten nun die 
Gleichungen 9 = %, а= 71, Ye = з? 

Man hat: 

(2 — bs) =y: + Bs’ + 20—28, у 1—12 — уз 1— b? — В +2 — 28,3 
= 1 + œ" + 20, — (B + уз)" 
= (1+ æ + 8+0) (1 — «,— fa — Ys + 20). 
Ebenso: 
Le, — п) = (1 + æ + Be + 78) (1 — a, — Ba — Ys + 268), 
(8, — в„)* = (1 + в, + be + у») (1 — a В ys + 273). 
Ferner: 
(e — Bs) (% — у,) = Раз — Ёзоз — 7173 + 71 Вз 
= В, + 67 + Bie + 894 tat В, pot о В, з 
= (1 + @ + Be + Ys) (6+ 81). 
Ebenso: 
Le, — v1) (б, — ©») = (1 + «, + be + у») (85 + 7) 
(В, — в) (Ye — Ba) = (1 + в + Be + у») (у + о). 

Die ersten drei dieser Gleichungen zeigen, daß das System (3) 
nur dann identisch erfüllt ist, wenn 1 + о + В, + у; = О, oder wenn 
о = В, = Zus LL Die zweite dieser Möglichkeiten liefert überhaupt 
keine Transformation. Um die erste zu untersuchen, lösen wir die 
Gleichungen (1) direkt auf und erhalten, wenn œ, + В, + y = m ge- 
setzt wird: 

Ein:=1l-mt2,:8 + 8, : 0 + 7. 
= В, +0:1— m +28: Bs +y 
=}, + s: Ya + %:1—ю-Е Ze 
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Für m =— 1 und 6, = 0, = Yı; Ya = В ergibt sich hieraus: 
le e 
(4) | = а :l+ß: у, 


а б, Пу 
Ist о, von — 1 verschieden, so liefert die erste dieser Beziehungen 
eine bestimmte Gerade. Ist о = — 1, so fällt das Bild des positiven 
Teiles der x-Achse mit dem negativen Teil der x-Achse zusammen. 
Dann ergibt sich an Stelle von (4): 


Ent: 7, 
=0: 8, "LL ze 


Ist hier 8, уоп — 1 verschieden, so bestimmt die erste dieser 
Beziehungen eine zur x-Achse senkrechte Gerade. Wenn aber ,=—1, 
so fällt das Bild des positiven Teiles der y-Achse mit dem negativen 
Teil der y-Achse zusammen, und es bleibt: 

Е 60: 027 
Diese Verhältnisse bestimmen die 2- Achse, 

Wir sehen, daB die Punkte, welche mit ihren Bild- 
punkten zusammenfallen, unter allen Umständen auf einer 
durch den Koordinatenanfangspunkt gehenden Geraden 
liegen. Es soll nun gezeigt werden, daß die übrigen 
Puukte durch eine Drehung des Raumes um diese Gerade 
in die Lagen ihrer Bildpunkte gelangen. 

Der Koordinatenanfangspunkt zerlegt die in Rede stehende 
Gerade in zwei Halbgerade, von denen wir eine auswählen und 
ihre Richtungskosinus mit fz, fy, r, bezeichnen. Von einem be- 
liebigen, nicht in dieser Geraden liegenden Punkt (&, o EI aus 
fällen wir ein Lot auf die Gerade, das sie im Punkte Q treffen möge. 
Die Maßzahl der Entfernung des Punktes @ vom Koordinatenanfangs- 
punkt bezeichnen wir mit 1 und betrachten 1 als positiv oder als 
negativ, je nachdem Q in der Halbgeraden (r,,r,,r;) oder in ihrer 
Verlängerung (— fs, — fy, —r;) liegt. Die von Q aus durch den 
Punkt (Ё, 7, 5) gezogene Halbgerade besitze die Richtungskosinus 
Pz, Ру, De, Die positive Maßzahl des Lotes sei d. Dann folgt: 


(5) Ё = lrs + dps, q =lr, + dp, $=Ir.+dp.. 


Den Punkt (Q) nehmen wir zum Schnittpunkt dreier neuer 
rechtwinkliger Koordinatenachsen, nämlich der x'-Achse, deren posi- 
tiver Teil die Richtungskosinus pz, py, р, besitze, der d Achse, deren 
positiver Teil die Richtungskosinus r+, r,, r- besitze, und der y'-Achse, 
deren positiver Teil die Richtungskosinus: 


Ge = Py — рут: Qy = ра? — р.х) 9: = Pyre Daf 
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besitze. Die Gleichungen der auf der «'-,y'-,z-Achse senkrechten 
neuen Koordinatenebenen sind: 
Бхр. = 0, Хт, = 0, Zar — Les 0; 


somit haben wir für die neuen Koordinaten des Bildpunktes (2, y, 2) 
des Punktes (&,n,£) die Gleichungen: 


2 = Zap = p(o, + вл + a) + р,(В,8 + Вт + GE 
(6) + р, (у + yan + 738), 
у = хд. = лы л + 67 + 936) +: 
2 = Bar, — 1 = ғ,(08 + от + о) +--:— 1. 
Nach (1) ist: 
Gr ta F ФУ, = ту, 
В." + Вт, + Bar: == Ту, 


А 7\7» + рт + т = Tz, 
folglich nach (5): 


| aE + вл] + asé = ғ, + а (0р. ору + «зр›), 
(7) | В.5 + Ban + 5 = Iry + d (Bi Pz + Вр, + BaP) 
лё + 7an + ysb = lrs + (ур. + у» р, + ab 


Es kommt jetzt alles auf die Berechnung der hier auftretenden 
Faktoren von d an. Wir betrachten zuerst den Fall yo = В,, Ga = Yp 
В, = %. Die Verhältnisse (4), nämlich: 

у ale ы ш 
liefern entweder а, = — 1 oder: 
14%, А ГА 
ya Se — f; = se $ 
Vaa ” Vata Уза Fa) 
in beiden Fällen ist daher, weil 7,р, + r,p, + ғр, = О, auch: 
арх + 9р, + азр, = — Pr- 


Ebenso folgt: 
В.р: + Вер, + Bs P: = — ру, 


А 712 + Уру + узр, = — ра, 
somit: 


2 = — d, y = 0, = 0. 


Hier geht also jeder Punkt durch eine Drehung von 
der Größe x um die 2’-Achse in seinen Bildpunkt über. 

Wenn die Differenzen у, — ß,, аз — р, В, — а nicht sämtlich 
verschwinden, entnehmen wir aus den 8. 300 für die Quadrate und 
Produkte dieser Differenzen aufgestellten Gleichungen Ausdrücke 
für die Richtungskosinus e... уз. Zunächst hat man: 


(з — Ва)? + (аз — 71)? + (8, — о„)# = (1 + m) (8 — т). 
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Wenn Y(1+m) (3—m) mit W bezeichnet wird, können wir 
nach (3): 


(8) nn Be, „ah, „Ara 


nehmen und erhalten: 


Ee 1 Lë Taty wW т 
ES? Bier 1+) SEH 1+т Wr, |, пае раса +, 


RK? ыу HOW e 1(Werr, \ 
В. = = ыс 1+т EWT, |, ALR 13 al ASA рь), 


e EH 
Mit Hilfe dieser Ausdrücke findet sich: 
ар + ару + ар, = "1р, + E gas 
(10) В.р: + Ba Py + Вар. = – ezin + =н 
YıPz + ру + Узр: = + 07 
und wir erhalten aus (6) und (7): > 
datt, yadlı, 2-0. 
Da aber: 
ey 


so können wir: 
m—i 


wW S 
= cos 9, 7 = 8ш 


setzen. Ыса үт unter 9, den Weer? positiven Winkel, dessen 
Kosinus gleich =, dessen Sinus gleich -> W ist, so haben wir in dem 


Ausdruck 9, + Géi die allgemeinste ein von 9, falls v eine 
positive oder negative ganze Zahl bezeichnet. Zur Überführung der 
Punkte (Ё, э, $) in ihre Bildpunkte (x, у, 2) stehen uns also unendlich 
viele Drehungen um die 2- Асһве zur Verfügung. Die einfachste der- 
selben, die wir die Hauptdrehung nennen können, besitzt die 
Größe şı, und ihre Richtung stimmt mit der Richtung derjenigen 
Drehung überein, welche die positive 2. Achse auf dem kürzesten 
Wege in die positive y'-Achse überführt. 

Unter Benutzung der gefundenen Bedeutung von m und W 
nehmen die Gleichungen (9) die Gestalt an: 
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& = (1 — сов #) + сов, ®, = 7.7, (1 — cos #) — r: вш, 
03 = fzr, (1 — сов 9) + r, sin 9, 
(1) В, = fer, (1 — cos 9) + r,sind, Be = 72 (1 — cos®) + соз 9, 
Өз = ryr;(1— cos 9) — r, sin®, 
Pı = frr: (1 — cos 9) — rusin 9, Ya == 7,7, (1 — cos #) + e sin 9, 
e = ri (1 — сов 9) + сов. 
Diese Gleichungen gelten auch im Falle 9, = л. Hier wird z. B.: 
о, = 208—1, Be2rr, Mer, 
d. h. entweder: 
7. = 0 und а, =— 1 
одет: 
lte: biiy ie: r t 
in Übereinstimmung mit den Gleichungen (4). 


Um aus den Gleichungen (11) allgemein gültige Darstellungen 
von Fr, y, fe zu erhalten, bemerken wir zunächst, daß: 


GE a, —e0s®, А. В. — 29060: 8 ver DEE 
® Tee a ee 
` 0% +В, 2 в, Le as %+Yı 
жу = 901 — сов 9)’ SR 2(1 — сов 9)’ атар 2(1— сов 9) 


Bezeichnen e, &, & die positive oder negative Einheit, so 
ergibt sich: 
EE e Vi-m+2f;, e e, BEER 


уЗ —m d 2 e ` үз—т 

Ist а, + В, von Null verschieden, во ist zs, mit œ + 6, positiv 
oder negativ; ist 8, + у, oder «, + y, von Null verschieden, so ist 
E€ Oder Së mit В; + yo oder œ, + у, positiv oder negativ. Sobald 
also ein ғ, das zu einem nicht verschwindenden Richtungskosinus 
gehört, gewählt ist, sind die anderen zu nicht verschwindenden 
Richtungskosinus gehörenden ғ bestimmt. 


Go ce 
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Wenn weder œ = fp = у; = 1 noch a=b=c=(, so fragen 
wir, ob es eine Gerade gibt, deren Punkte in ihre Bildpunkte durch 
ein und dieselbe Verschiebung in der (Geraden übergehen. Dem 
Charakter des analytisch-geometrischen Verfahrens entsprechend setzen 
wir zunächst die fragliche Gerade als vorhanden voraus und sehen 
ru, ob die Bestimmung der zur Festlegung der Geraden nötigen 
geometrischen Größen möglich ist oder nicht. Wir denken uns die 
Gerade festgelegt 1. durch die Koordinaten E, o, б, des Fußpunktes 
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des Lotes, das vom Koordinatenanfangspunkt auf die Gerade gefällt 
ist, 2. durch die Richtungskosinus «, 6, у einer der beiden Halb- 
geraden, in welche die Gerade durch jenen Fußpunkt geteilt wird. 
Ein beliebiger Punkt der Geraden hat dann die Koordinaten #, + te, 
1 +48, & + Фу; sein Bildpunkt hat die Koordinaten #, + (t + т) а, 
т + (7) В, 6, + (0-4 т) wenn der absolute Wert von т die 
Größe der Verschiebung angibt, während т positiv oder negativ ist, 
je nachdem die Verschiebungsrichtung die Richtungskosinus e, В, у 
oder — a, — В, — у besitzt. 
Aus den Gleichungen (3) 8. 298 folgt dann: 


é + (@+Ет) = а ++ ab + от + 96, tla + ap + озу) 


nebst den beiden entsprechenden Gleichungen. Dies System soll für 
jeden Wert von ? bestehen. Daher zunächst: 


а= 40 + p + оу, В = Bia + 8,8 + Ву, y= ya + yb + yY. 
Die Lösung dieser Gleichungen bezeichnen wir wie im vorigen 
Paragraphen mit: 
«==, В =, у= 7,. 
Weiter folgt: 
(=) + om + gab =t 8, 
(1) В. r 1). + В ылу Б, 
zb + yem +010) = Ttr — с. 
Hinzu kommt die Gleichung: 
(2) irz + тту + r: = 0, 


da entweder der Punkt (E, n, E) mit dem Koordinatenanfangspunkt 
zusammenfällt, oder die ihn mit dem Koordinatenanfangspunkt ver- 
bindende Strecke senkrecht zu unserer Geraden liegt. 

Multiplizieren wir die Gleichungen (1) der Reihe nach mit r,, fy, 7. 
und addieren sie, so folgt nach (11), 8. 304: 


(3) T = Afs + bry + Cra. 


Multiplizieren wir die Gleichungen (1) und (2) der Reihe nach 
zuerst mit œ — 1, By Yy (8 —m)rz, dann mit œz, 8, — 1, Yas (3—m)r,, 
endlich mit о», 3, y — 1, (3—m)r, und addieren sie jedesmal, so 
ergibt sich: 

1—с,)—Ь6,— — ВОС DE 
= а( SA en, n= ges + an Ё) буз, 


Ё == a,b, +e- 73), 
1 3—m 


(4) 


Die Gerade, um die es sich handelt, ist jetzt eindeutig bestimmt. 
Wir nennen sie die Schraubungsachse. 
v‚Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 20 
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Wenn wir nun, wie im vorigen Paragraphen, von einem Punkt 
(E, 1, 5) aus ein Lot auf die Schraubungsachse fällen, so haben wir 
unter Benutzung der dort angewandten Bezeichnungen: 


E= 6 tin + dpr, nen + try дру E=$, + tr: + dp. 
Dann folgt aus den Gleichungen (3), 5.298 und (10) des vorigen 
Paragraphen: 
ж = & + (t+ т)т„ + (р. сов 9 + gasin 9), 


y =n + (®-Ет)т, + (р, сов 9 +g,sin®), 
z=&+(t+T)r, + Ф(фр,сов # + q: віп 9). 


Diese Gleichungen lehren, daß man die Überführung 
aller Punkte in ihre Bildpunkte, wenn т = () ist, durch 
eine Drehung um die Schraubungsachse bewirken kann. 

Ist т nicht gleich Null, so lassen sich diese Gleichungen von 
verschiedenen Gesichtspunkten aus betrachten. Zunächst zeigen sie, 
daß man die Überführung des Punktes (Е, у, E) in die Lage (x, у, 2) 
durch eine Verschiebung von der Größe т längs der Schraubungs- 
achse und eine nachherige Drehung von der Größe # um dieselbe 
bewirken kann, sowie auch umgekehrt durch eine solche Drehung 
und nachherige Verschiebung. Dabei beschreibt der Punkt (£, n, $) 
jedesmal ein geradliniges Stück und ein Kreisbogenstück, wozu noch 
beliebig viele ganze Umläufe um den Kreis hinzukommen können. 
Sodann zeigen sie, daß man die Überführung auch durch Schraubung 
bewerkstelligen kann. Eine solche besteht in einer Drehung um 
eine Achse und einer gleichzeitigen Verschiebung längs der Achse, 
wobei aber die Größe der Verschiebung zu der der Drehung in un- 
veränderlichem Verhältnis stehen muß, welch letzteres man den 
Parameter der Schraubung nennt. Bedeutet $, den kleinsten posi- 
tiven Wert von 9, so stehen uns die unbegrenzt vielen Drehungs- 
winkel 9, +2vz, wo v eine beliebige ganze, positive oder negative, 
Zahl bedeutet, zur Verfügung. Infolgedessen können wir die in Rede 
stehende Überführung vermittelst unbegrenzt vieler Schraubungen 
vornehmen, deren Parameter durch die Gleichung: 


k, 


T 
9, я 
bestimmt werden. Schließen wir den Fall о, = fu, 6, = 7», Yı = Ga 
aus und nehmen, wie im vorigen Paragraphen: 
rer 
wo W die positive Quadratwurzel aus (I+,+ß,+7,) 3— «,— В, — рз) 
bezeichnet, so wird: 


йу = @(ў» — Ps) + blæs — 7) + (В, — у) 
2 HG Läxi > 


P= Ya A r, = 
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und 9, bedeutet denjenigen positiven Winkel, der kleiner wie л ist 
und durch die Gleichungen: 
а + fe + 7s 


—1 У 
hy m вдо = со 


x 


bestimmt wird. 

Fassen wir, ähnlich wie im vorigen Paragraphen, den Punkt 
(E + trz, m+ir,, E + tr.) als den Anfangspunkt eines 27, y', z'-Systems 
auf, bei dem die positive 2 Achse die Richtungskosinus Pz, Py, Ds, 
die positive y'-Achse die Richtungskosinus gz, Qy, 9:, die positive 
2'-Achse die Richtungskosinus fz, fy, r, besitzt, so beschreibt der 
Punkt (#, n, 5) nach der Wahl von v ein Stück einer Schraubenlinie, 
die im 27, у, 2-System die Gleichungen: 


x =deosu, yY=dsinu, !=ku 


besitzt, und das Stück wird erhalten, wenn u von Null bis zu dem 
Werte 8, + 2vx läuft, Dabei nimmt и zu, wenn v gleich Null oder 
gleich einer positiven ganzen Zahl ist, es nimmt ab, wenn » gleich 
einer negativen ganzen Zahl ist. Man kann sich die Art, wie die 
verschiedenen Schraubenlinien liegen, leicht klarmachen, wenn man 
ihre einem wachsenden u entsprechenden Halbtangenten für u=#,+2vn 
betrachtet. Die zu > gehörende Halbtangente bilde mit der positiven 
x-Achse den Winkel «,, mit der positiven y-Achse den Winkel ß,, 
mit der positiven 2'- Асһве den Winkel у,. Dann hat man: 


—dsin®, d cos Dy 


COS 0, = =— 008 8, = 
У (а) +( Do SED 


Ve+(z = N 


уо ee 
өза La Zeen) 

Um die Lage der den verschiedenen Werten von v entsprechenden 
Halbtangenten zu erkennen, sind zwei Fälle zu unterscheiden. 


1. т> 0. Ist hier 9, + 2vx р 0, so ist k, > 0; die Schrauben- 
linie ist rechts gewunden, und man hat: 


сов y, = 


1 
UO 


Die Halbtangenten gehen durch einen Kreissektor, der durch die 
für v = 0 vorhandene Halbtangente und durch die zur z'-Achse senk- 
rechte Halbgerade mit den Richtungskosinus: 


сов у, = 


cosg = — sin p, соѕ В = созд, созу = 0 
20* 
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begrenzt wird. — Ist 9, + äus < 0, so ist k, < 0; die Schrauben- 
linie ist links gewunden, und man hat: 


сов yy = — A Е 
рае de 
Hier gehen die Halbtangenten durch einen Kreissektor, der durch 
die für v = — 1 vorhandene Halbtangente und die eben genannte 


Halbgerade begrenzt wird. 
2.7<0. Ist 9, +2vx >O, so wird К, < 0; die Schraubenlinie 
ist links gewunden, und man hat: 


1 
Vet frai = 


Die Begrenzung des Kreissektors, in dem die Halbtangenten der 
Schraubenlinien liegen, ist dieselbe wie im vorigen Fall. 

Ist 9, + 227 < 0, so liegen dieselben Verhältnisse wie im ersten 
Fall 1) vor. Die Halbgerade bildet stets eine Häufungsstelle 
unserer Halbtangenten, sie darf aber nicht als zu ihnen gehörig be- 
trachtet werden, da unendlich viele Umläufe nicht vorkommen können. 

Es wird nicht überflüssig sein, auch umgekehrt zu 
zeigen, daß eine Schraubung des Raumes zu den Formeln (3) 
8.298 führt. 

Die Schraubungsachse sei durch den Punkt (Ё,, ga: &) und die 
Richtungskosinus r,,r,, ғ, bestimmt, so daß ihre Gleichungen: 


£= + hre Y= thry z= bat Ar, 


sind. Wir fällen von dem Punkt (ë, 1, aus ей Lot auf die 
Sehraubungsachse. Der Fußpunkt desselben werde mit Q bezeichnet, 
seine Koordinaten seien Ё, + lre, m + Iry, & + ir: Da 


DEE а Еау 


[= Z ($ — $o) fz 
und die Größe d des Lotes ergibt sich gleich: 


VEE- 8) – (®(@— Wr)‘. 


Die Halbgerade, welche von dem Fußpunkt des Lotes aus durch 

den Punkt (£,n,&) gelegt ist, besitzt die Richtungskosinus: 
881, 2(&—$)т„ 5 NT, BEE), Ebert, ZU Bal, 
H ES . 


di ОП ЗЕ” Vë 7 Ж: й 


соз у, = 


so folgt: 


Eine zu dieser Halbgeraden und zur Schraubungsachse senkrechte 
Halbgerade besitzt die Richtungskosinus: 
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td N Eo) 
H 


9: = fat, — ру? = F 
BIS ES Éo) be (6 ER &) 
Qy = CH р. — (D d'M d H 
T(n — n) — "(6 — &) 
VE чш =}, Жү.” Dei 4 d г 


Die Größe der durch die Schraubung hervorgebrachten Ver- 
schiebung sei т, die Größe der Drehung 9. Wir haben dann für die 
Koordinaten der Lage des Punktes (#, 1, $) nach der Schraubung die 
Gleichungen: 


z=&+(l+T)r. + (р. соз 9 + 9. віп 9), usw. 
одет: 


z= fo + (т + 2(&— г) + cos 9 (E — E, — rz ECE Sale 
+ sin Lët —&) dE all, usw. 


Unter Benutzung der Gleichungen (11) des vorigen Paragraphen 
erhalten wir: 
ж == & + Tre + (E — Eo) + „(т — m) + %®(&—), 
Y = т + Try + BE) + Rn — o) + BE) 
E + р (Е — 8) + у (7 — 1) АР ЖО 8): 


Setzen wir daher: 


с (ШО gea — 96 тт, = а, 
— Ba + gel — Bal — Baba + т>, == b, 
— Éo ais — Ell — y) + т^, = с, 


so sind Gleichungen von der Form (3) § 25 S. 298 aus der gegebenen 
Schraubung hergeleitet. 


§ 28. Schraubenbewegungen, die sich einem beweglichen 
Dreikant zuordnen lassen. 


Wir haben im vorigen Paragraphen unter =, y, 2 sowohl wie 
unter £, у, & die Koordinaten von Punkten hinsichtlich der 2, y, z-Achsen 
verstanden. Es ist jetzt nötig, in den Bezeichnungen eine Änderung 
eintreten zu lassen. Unter x, у, 2 wollen wir die Koordinaten des 
Schnittpunktes dreier zueinander senkrechter Geraden verstehen, welch 
letztere als die £, ү, &-Achsen bezeichnet werden sollen. Die positiven 
Teile dieser Achsen sollen mit den positiven Teilen der x, y, z- Achse 
Winkel bilden, deren Kosinus der Reihe nach e, &,, Gei Le lys ls; 
Az, Ay, A, seien, jedoch so, daß die Determinante: 
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Kee A 
den Wert 1 besitz. Wenn sich das System der drei Geraden im 
Raume bei stetiger Änderung seiner Lage fortbewegt, wird der 
Schnittpunkt der Geraden eine Kurve beschreiben, deren Bogenlänge 
mit s bezeichnet werden soll. Wir können dann die Größen v, y, 2, 
sowie die neun Richtungskosinus «,...A, als Funktionen von s be- 
trachten. Die Zuwüchse dieser zwölf Größen beim Übergang von s 
zu s+ 28 sollen durch ein vorgesetztes 4 gekennzeichnet werden. 

Es ist unsere Aufgabe, die Schraubenbewegungen zu 
bestimmen, durch die das Ё, у, -System aus der zu dem 
Wert s gehörenden Lage in die zu dem Wert s+ 4s ge- 
hörende überführt werden kann. 

Dieser Übergang führe die Ё, у, £-Achse bezüglich in die 
&',n',6-Achse über. Der Schnittpunkt der letzteren Achsen besitzt 
im %,y,2-System die Koordinaten 2 + Ae, y + 4y, 2+42 im 
Ё, 1, &-System besitze er die Koordinaten а, be, Aus den Gleichungen: 


2+ Ax = 2 + «a + 16H АС, 

Y + Ду = у + «a + lyb + Аус, 

# + А2 =z +a +b +c 
folgt dann: 
(1) a= 20,42, b= 21,41, c= 241,42. 

Die positive &'-Achse besitzt im 7, у, 2-Ѕузіеш die Richtungs- 
kosinus а, + Age а, + Лоу, с, + Лал im Ё, 1, -System besitze sie 
die Richtungskosinus о, ß,, у. Dann besitzt der Punkt, welcher im 
Abstande Eins vom Anfangspunkt auf der positiven &'-Achse liegt, im 
x, у, 2-System die Koordinaten + Ae + s+ 4dr, y+Ay+a,+ Je, 
2+42+0,+J4e,, im Ё, т, -System die Koordinaten a + œ, b + By 
c + y, folglich hat man: 

AL +. + Ло = Gla + a) + Ь(% +B) lety) 
Ay + 6 + Доу = ala + о) + ly (bB) + ilet у), 
42 + 0, + Ла, = „(а + о) +l(b+B)+%lc+t N) 

Wir erhalten somit: 

(2) @ = l + 20,10, a = ХІ, Ла, Pi = Dhr ër. 

Auf dieselbe Weise ergibt sich, wenn im #, ao, ¢-System die 
Richtungskosinus der positiven -Achse mit œ, Bə, 72, die der 
positiven E Achse mit «,, ß,, 7, bezeichnet werden: - 

' v = Ха, 41,, Des 1 + 21,4, уз = 21.41, 
e E айын, pa = 1 + 21,4. 
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Betrachten wir nun die Differenzen у, — ß;, а — у, В, — ga 
Man hat: 


KL `5 al 
-&=(Z Zh E a = 251,248 EE 
/ т de, dh, 
ъ— = (Za ge- хь) ао Еа Ast 
de, 
Саі — Хо, вул -= 2 51, чь 48 + 


Da die Se Ya — Вау 95 — Yı Bi— % als Potenzreihen 
von As auftreten, können wir die Werte von As auf ein so kleines 
Intervall beschränken, daß jene Differenzen außer für /5 = 0 an 
keiner Stelle des Intervalls gleichzeitig verschwinden. Wir setzen: 


dl, di. de, 
(4) р = ХА еә р = Хо ас рз = 21, 
Aus den Gleichungen: 
de de, de, 
Ze =\0, 21, J; = рз, 21.5 = — рь, 


dl, dl, dl, 
Хо. = == H 21, == = 0, Ih, = р, 


dh, dh, dh, 
Хо, == = рз, EI — = — р, SE ч; = 0 


ай: ПП 
folgt: 
de, de, de, 
== = le Ps — А; Fr ly Ps — Ар, Pe l: Ps — 5р», 


\ K al, 41, 
(5) ДЕ СҮ дру — Gear Me ly Pı — Cy Ps» че А.р, — Cz Ps; 


dh, aa, aa, 
ч; = Giele lP дә = 0а — Ую, Ten Т.р. 


Dies zeigt, daß die Zahlen р,, Pa, рз nur dann beständig ver- 
schwinden können, wenn die &,n,£-Achsen ihre Richtungen beständig 
beibehalten. Schließen wir diesen Fall aus, so können D. 03, р; пиг 
für getrennt liegende Werte von s zugleich verschwinden. Wir 
nehmen im folgenden an, daß der Veränderlichen s kein derartiger 
Wert beigelegt sei, daß also mindestens eine der Zahlen p, Pz, Ps 
von Null verschieden ist. 

Unter ғ verstehen wir die positive oder negative Einheit, je 
nachdem 4s positiv oder negativ ist. Wir erhalten dann: 


= Vi — Вз)? + (оа — 71)? + (b1 — о)? = 2E Vp? +p Ke NEE 


wo die rechts stehende Potenzreihe für einen hinreichend kleinen 
absoluten Wert von 4s eine positive Zahl darstellt. 
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Für den kleinsten positiven, der Gleichung: 


sind = —- 


genügenden Wert 9, von 9 ergibt sich eine Entwicklung von der 
Form: 
9% = EV p? + pè? + p? А8 +: 

Für die Richtungskosinus der Schraubungsachse im £, у, -System 
ergibt sich: 
ah u ДЫЛ, 29,4s+- 
E= 2sVp F p Fp Лар: "T згур р? e с тот 

2р, 28+: · · 


ҮР = SC? x 
À 2e Vp,’ + p? +p’ 4в-1... 


Setzen wir noch: 


7; 


а а а 
(6) 20,7, = 4 21,72 = ф, 21.92 = 4, 
so entsteht für die Schraubungsparameter die Gleichung: 


2 (0, 9, кер +») 4в%-}-. d 
Den F ру? + 2*45-+.. EA ГЕ EES 
Gehen wir mit 25 zur Grenze Null über, so erhalten wir für 
die Richtungskosinus der Schraubungsachse die Werte: 


7 Tpm Eng rı = DER L i Te = EH. de 
AG Va Fm Fp? "Ир Ур Fp 

Solange v von Null verschieden ist, geht k, für 45 = 0 in die 
Null über, aber bei v = 0 erhalten wir im Grenzfall: 


Ph + Pat +234, 
(8) ko re p’+m’+P% 

Der Grenzübergang führt also bei v = 0 nur dann auf eine 
Drehungsbewegung, wenn 9,9, + 09 + 239; verschwindet. Ist dies 
nicht der Fall, во erhalten wir ein und dasselbe System von Schrauben- 
linien, sei es, daß e gleich 1 oder gleich — 1 genommen wird. Man 
ersieht dies am einfachsten aus der ersten Darstellung der Koordinaten 
einer Schraubenlinie auf S. 187. Wird die positive Richtung der 
Schraubungsachse als entgegengesetzt der dort benutzten angenommen, 
so sind die Richtungskosinus аз, 6,, у, durch — оз, — Ba — уз zu 
ersetzen. Damit die zweite Schraubenlinie mit der ersten den Punkt 
(zat вр, %+ В.р, 2+ 719) gemein habe, dürfen o, fı, у, nicht 
geändert werden, aber e, ß,, Ya sind durch — 0%, — bz, — äs zu 
ersetzen, weil die Determinante der neuen Richtungskosinus den Wert 
Eins besitzen muß. An Stelle von g tritt das von e unabhängige k 
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auf. Die zweite Schraubenlinie fällt geometrisch mit der ersten zu- 
sammen, sie wird aber bei wachsendem ¢ in der entgegengesetzten 
Richtung wie die erste durchlaufen. Wir können uns daher auf den 
Fall ғ = 1 beschränken und: 


9) 


een ee, re = = г 

vn.’+2°’+2,° Ур, р, + р," Vo?’ р, + р." 
nehmen. Im x,y,2-System besitzt die fragliche Schraubenachse die 
Richtungskosinus: 


mm f 


т» = „т: F lafy + А, Fy = ayre + lr, + А, 
т, = GE F lafy + ure. 


Es erübrigt noch, auch die Grenzlage des Punktes festzustellen, 
in dem das vom Anfangspunkt des #, т, -Systems auf die zu Ae 
gehörende Schraubungsachse gefällte Lot die letztere trifft. Um die 
Formeln (4) $ 27 S. 305 anzuwenden, sind zunächst e, ß,, уз nach 
Potenzen von 4s zu entwickeln. Wir hatten: 


u = 1 + Ха, Ла. 
Daher ergibt sich: 
dia 


1+ 48 + 


oss LL +24, 
е „(Фала 
ee 
2 2 
dech BE да BE 
und auf demselben Wege folgt: . 
2 2 
ал = Em РИ 


Für die Koordinaten des Fußpunktes des in Rede stehenden 
Lotes erhalten wir: 


А BCE )(Ф(ю,#-Е® 4%...) — (4, 4в...)(ю, 4зв...)--(% 4з...)(р,4з.. ), 
2 (mftsitsaideit-: 


somit wird beim Übergang zu 4s = 0: 


2, 9з — 9 Ps 
= агр 


р р, 

ES 29% — Is Pı ` 

a їй рф 2°” 
С уем Pı 9 — @ Ps А 


3 2,* + 2ь* + 2%* 
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Im 2,5, 2-Ѕувіеш möge der Punkt (é, gu E) die Koordinaten 
al. y', 2 besitzen, so daß: 
d = s + + л, + М, 
(12) у — у + сё, tin th 
2 = 2 + 0,6, +ım + 2.6. 


Wir können die durch den Übergang zu Дз = 0 erhaltene 
Schraubenbewegung als die zu dem Werte s gehörende Schrauben- 
bewegung des &,n,$-Dreikants bezeichnen. 


§ 29. Ausgezeichnete Dreikante bei einer Raumkurve nebst 
den ihnen zugehörigen Schraubenbewegungen. 


Unter einem ausgezeichneten Dreikant bei einer Raumkurve 
wollen wir ein solches verstehen, in dem eine Kante mit der Tangente, 
oder der Hauptnormale oder der Binormale der Raumkurve zusammen- 
fällt. Wir haben deshalb drei Fälle zu betrachten. 

L Fällt die -Achse des Dreikants mit der Tangente zusammen, 
so sind die n-Achse und die -Achse Normalen der Kurve. Wir 
können hier: 


==, ау = В, 0. = 0, 
l- = 1 cosp + А sing, l, = т cosg + using, l; = псовф + узш д, 
„== А cos p — Г sin g, А, = ш coso — m sing, 4, = v cosg — nsin р 


setzen, wo ф eine gegebene Funktion der Bogenlänge s der Kurve 
bedeutet. Man erhält: 


de, 1 al, ос соз ф do 1 
SE ГУ ЕЙТЕ „(ж — +)! 
di, «sing de 1 
Se 
do sing cos o 
BE RE T 
&=1, 9-9 9-0, 
daher: 
dọ 1 
к ГОК 
т ч 
ds. т о? 
йф 1 H 
SE ИП 
e че — 3 
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Diese Gleichungen zeigen, daß die sämtlichen Bestimmungs- 
möglichkeiten der Funktion ф nur eine einfach unendliche Schar von 
Schraubenbewegungen liefern, da es bei den letzteren nur auf den 


Wert von 19 ап der betrachteten Stelle ankommt. Unter diesen 


Schraubenbewegungen befindet sich eine Drehungsbewegung, und 


sie entspricht dem Werte > von 52. In diesem Falle beschreibt, 


wie wir § 10 Ө. 228 sahen, sowohl die n- wie die -Achse eine ab- 
wickelbare Fläche. Die hier auftretende Drehungsachse ist die 
Krümmungsachse der Kurve. 

Ist e konstant, so ist die Schraubungsachse parallel 
der rektifizierenden Kante, und sie schneidet die Haupt- 
normale in dem Punkt kürzesten Abstands von der benach- 
barten Hauptnormale. 

Fragen wir jetzt, welche Fläche von den Schraubungsachsen 
gebildet wird. 

Zu diesem Zweck betrachten wir den Punkt mit den Koordinaten: 


e e 0 о 
жу==т-+ 51, EE KE TEE EK 


als den Anfangspunkt eines и, v,w-Systems, in dem die w-Achse 
parallel der Binormale, die v-Achse parallel der Tangente ist, und 
die w-Achse mit der Hauptnormale zusammenfällt. Die Gleichungen 
einer Schraubungsachse sind dann, wenn unter h eine beliebige Zahl 
verstanden wird: 


a 1 С о? ds e Р 
(6-1 е 22 wy 
| ds 2) Si Es D oi 


somit: 


w(u? + 0?) = 5 (u? — v’). 
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Die durch diese Gleichung dritter Ordnung dargestellte Fläche 
gehört zu den Konoidflächen, d.h. den geradlinigen Flächen, deren 
Erzeugende eine Gerade (die Achse der Fläche) senkrecht schneiden, 
und heißt ein Zylindroid. 

Die Schnittpunkte der Erzeugenden des Zylindroids mit der 
Hauptnormale füllen in letzterer die Strecke von Null bis o, d.h. 
bis zum Mittelpunkt der ersten Krümmung aus. Dabei fällt die 
durch den Kurvenpunkt (x,y,z) gehende Erzeugende mit der Tangente 
der Kurve zusammen. Sie ist die einzige Erzeugende des Zylindroids, 
welche nicht die Eigenschaft besitzt, auch eine Schraubungsachse zu 


sein, da sie dem Fall = = оо entspricht. Die durch den Mittelpunkt 


der ersten Krümmung gehende Erzeugende entspricht dem Werte 
u und liefert eine Drehungsbewegung. Durch jeden Punkt 


zwischen den Endpunkten der Strecke von Null bis о gehen zwei 


Erzeugende, die jedesmal entgegengesetzt gleichen Werten von 


ы. ЖЕ ы entsprechen. Die durch den Mittelpunkt der Strecke gehenden, 


ds 
SE 1 1 de 1 
rt шал” 
einander senkrecht. 
П. Bei einem Dreikant, das aus der Hauptnormale und zwei in 


der rektifizierenden Ebene liegenden Kanten gebildet ist, setzen wir: 


as 1 gehörenden Erzeugenden stehen auf- 


“s = « cosp + å sing, 
ll, 


А, = А cos p — а sin o 
und erhalten: 


z _ у [сов sing 
ДЕЛУ Т" (= Se GËT 
De be e 
as o r 
лукав u). „же, 
d r. o = 48? 

e sing _ созф эе dp =» =; 
Ян == e SEET" De += 
qı = боз p, Ф = 0, з = — sing, 

1 1 do 1 
x Er ЖЕЙ " Pr; 
Kë een IE 
1 йф EK (22) 
at +) Ara ds 
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dp . 1 dp 
Ta Ze ШФ D 1 р Ze %8% 
ее ТИНЕ гаи e aa 0. eer A 
ata thas) tt) der) 
2899, 
EEn o ds Fit 
TAAT 
DAN 2°) 


Die hier auftretenden Schraubungsachsen schneiden die 
Gerade, welche im Punkt des kürzesten Abstandes der 
Hauptnormale von der benachbarten Hauptnormale auf 
der Hauptnormale und einer Parallelen zur rektifizierenden 
Kante senkrecht steht, senkrecht. 

Irgendein Punkt dieser Geraden hat nämlich die Koordinaten: 


1 1 1 
= = ВЕ 
у + т £ 1 KS E 
tr (GER 


besitzt. Damit die beiden Punkte zusammenfallen, müssen hiernach drei 
Gleichungen zwischen £ und h bestehen, die wir der Reihe nach mit 
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&, В, у, sodann mit !, m, n, endlich mit A, u, v multiplizieren und 
sie jedesmal addieren. Auf diese Weise folgt: 


> Ы 
g 
1 1 Ф 
ө Туз ROSCH 
a: dọ 
e e ds 
1 1 1 1 don? 1 1 йф 
= a Al a+ (2) 
һ de 1 
r ds 


Үз ta at: ra Ne) 


Aus den beiden ersten а д ergibt ч» 


u = Sa 
бју на Varerne) 
Da diese Werte von it und Л die dritte der vorigen Gleichungen 


befriedigen, ist unsere Behauptung erwiesen. 


Der Punkt, in welchem die zu ay gehörende Schraubungsachse 


ds 
die Gerade schneidet, besitzt die Koordinaten: 
ш 9! а 4 
et ZA T., uwv. 


+з tato) Vath Vata 


Führen wir daher ein и, v, w-System ein, dessen Anfangspunkt 
mit dem Punkt des kürzesten Abstandes der Hauptnormale von der 
benachbarten Hauptnormale zusammenfällt, dessen «-Achse parallel 
der rektifizierenden Kante ist, dessen v-Achse mit der Hauptnormale 
zusammenfällt, und dessen w-Achse die Richtungskosinus: 

“, 


TOE 8 

1 1 
Var: 
besitzt, so nehmen die Gleichungen der Schraubenachsenfläche die 
Gestalt an: 


› UBW. 


И = Т Vet › Des T a 
Г з 
г+»+@) SACHEN 


WWW ГСЇП.ОГС OD 
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1d9 
оиа ы эшш 
(5 мараи at 
folglich: 
SA Ben mi ER RUE 
w(u? + 0?) (+5) 


Wir haben es daher wiederum mit einem Zylindroid zu tun. 
Für w = 0 erhalten wir entweder и = О oder v=0. Aber die dem 
Falle u = 0 entsprechende Erzeugende gehört zu dem Wert Unendlich 


von = sie fällt mit der Hauptnormale zusammen und kann nicht 


als eine Schraubungsachse angesehen werden. Wenn die beiden Werte 


Ф, und p, von > denselben Wert von w liefern sollen, so muß: 


1 1 
PER SE 


r? 


sein. Die dieser Gleichung genügenden Werte p, und ф„ sind einander 


gleich für п-Уете wo sich das Maximum von w, und für 


Ф, = үх 3+5 x» wo sich das Minimum von w ergibt. Durch diese 


Grenzpunkte Mr der Zylindroidachse geht jedesmal nur eine Er- 
zeugende; in den Zwischenpunkten treffen sich jedesmal zwei Erzeugende. 

Die für dv, d gefundenen Ausdrücke zeigen, daß der Ort der 
Fußpunkte aller Lote, die von dem Kurvenpunkt (x, у, 2) aus auf die 
Schraubungsachsen gefällt werden können, in der Normalebene der 
Kurve liegt. Nehmen wir in dieser Ebene die Binormale als u,- Achse, 
die Hauptnormale als v,-Achse, so erhalten die Koordinaten der Fuß- 
punkte die Form: 


dp 1 
wW = 22 Ф Ы 
e Aa уа 1 dans, 
tete) өз "es" We 
woraus sich ergibt 
1 2 
vu- 
(ep 
u ( SC i 
1 1 7 


E. TREDE 

tr et) 
Die Fußpunkte liegen also auf einer Ellipse. Der Mittelpunkt 
dieser Ellipse liegt in der Hauptnormale und halbiert die Strecke 
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zwischen dem Kurvenpunkt (2, у, 2) und dem Punkt kürzesten Ab- 
standes der Hauptnormale von der benachbarten Hauptnormale. 

Ш. Wir betrachten endlich ein Dreikant, bei dem eine Kante 
von der Binormale der zugrunde gelegten Kurve gebildet wird, 
während die beiden anderen Kanten in der Schmiegungsebene der 
Kurve liegen. Hier können wir: 


с; = а совф + lsin g, 


lz = l cos p — «sing, 


А. A 
setzen und erhalten: 
de, "KA d 
1,089 – (2 + 7) вшф+ Deg 
dl, e å 
e "ëm (2+ 5) совр – sing — a5 › 
1 
ККУ. 
сов Ф sing 1 ‚аф 
E ar т d Dese Tg 
фу = 6089, Q = — 80 0, 9 = 0, 
d 
Ё r 
1 1, 4ф\? 
а 
а 1, dọ 
и енота 
7 1, oO. dei 
rt) 
1 Ọ\ . 1,6 
: (+) чае (+22) ови 
1 1 1 den? N 1 1 doe 3? $ = 0, 
AHTN) atita 
2,08 
о da 
Guer erer б Zen? 
rè 2+4) 


Hieraus geht hervor, daf die Schraubungsachsen die Haupt- 
normale senkrecht schneiden, und zwar füllen die Schnittpunkte auf 


der Hauptnormale die Strecke von – 5 bis +4 aus. Fassen wir 
die Binormale als «-Achse, die Tangente als v-Achse, die Haupt- 
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normale als w-Achse auf, so besitzt in bezug auf das u, v, w-System 
ein Punkt einer Schraubungsachse die Koordinaten: 


WW: 1 1,dp 
ri + саз 
V 1 (1 dei а таа" 
Ф к, E Kei 
SA ati Pa) atletas) 
Daher ist: 
w(u? + 02) = — ruv 


die Gleichung der Schraubenachsenfläche. Wir haben es also wieder 
mit einem Zylindroid zu tun. Jede Erzeugende des Zylindroids, mit 


Ausnahme der Binormale, die ja dem Werte Unendlich von 59 епі- 


spricht, besitzt die Eigenschaft, eine Schraubungsachse zu sein. 


8 30. Bestimmung aller Schraubungen, durch welche eine 
Strecke aus einer gegebenen Lage in eine zweite gegebene 
Lage übergeführt wird. 


Geht eine Strecke P,P, durch eine Bewegung des Raumes in 
eine neue Lage D Р, über, so geht gleichzeitig die von P, aus 
nach Р, gezogene Halbgerade in die von Р, aus nach Р, gezogene 
Halbgerade über. Die erste wollen wir durch die Gleichungen: 


£= to + hen Y= Y + hbo 2 = 2 + hyo 


darstellen, in denen «,, Ba, Yo die Richtungskosinus der Halbgeraden 
bezeichnen sollen. Die zweite sei durch die Gleichungen: 


2 =з + hos у = у В, 2 = 2 + hyo 


dargestellt, in denen ву, bo, уу ebenfalls Richtungskosinus bedeuten 
mögen. Dabei soll der von den Halbgeraden gebildete Winkel als 
von Null und von x verschieden vorausgesetzt werden. Geben wir 
dem Parameter h in diesen sechs Gleichungen denselben positiven 
Wert, so sind die Punkte beider Halbgeraden in der Weise einander 
zugeordnet, daß je zwei Punkte der ersten denselben Abstand be- 
sitzen, wie die ihnen entsprechenden Punkte der zweiten. Eine 
Schraubung, welche die Punkte der ersten Halbgeraden in die ihnen 
entsprechenden Punkte der zweiten überführt, erfordert es, daß Glei- 
chungen von der Form: 


жу + hay =a + (2, +ha)a, + Uot Ь%,) ® + (2 + о) 8, 
(1) Yo + Ву =b + (а + Ве) В, + (Yo + В) б, + (2 + Ьу) В, 
ad + ру == б + th) + (0, t Ьу) уз + (ot Ро) 7з 


т. Lilienthal, Differentialgeometrie. I. 31 
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für alle Werte von Л bestehen müssen, und es handelt sich um die 
allgemeinste, mit diesen Gleichungen verträgliche Bestimmung von 
a, b, с, & ... уз, oder bei Benutzung der Gleichungen (11) $ 26 S. 304 
von a, b, C, Tz, Tys a, È. 
Die Vergleichung der Koeffizienten von % in dem System (1) 

liefert: 

су = %®, + Pot + Vots, 

Bo = «в, + Вб» + ув, 


daß Yo = бу, + ўз + Уо?з› 
so daß: 


ву = 1220,12 + (б, — Feat боз + (Por, — Вот.) віп 9, usw. 


Hieraus folgt erstens: 
Ж(«„/ — о„)„ = 0, 
so daß alle Schraubungsachsen zu einer festen Richtung 
senkrecht sind, und zweitens: 
Хоа — Lët? - Zeg 2, В — Вто) 


сов = ҮЕДЕ” sin D = i-ar 


Den Winkel beider Halbgeraden bezeichnen wir mit ф, die 
Richtungskosinus der Geraden, auf welcher sich die Mittelpunkte der 
je zwei sich entsprechende Punkte der Halbgeraden verbindenden 
Strecken befinden, mit Mz, My, m, und setzen: 


Die Richtungskosinus der zu den Schraubungsachsen senkrechten 
Richtung bezeichnen wir mit Sz, Sy, S: und setzen: 


Беч r — ' — 
8; Сов" e Sy В, b, 8, Yo 2 б 
: 9 Ка, Cen 
2 sin 2 вїп 2 sin 2 


Endlich seien z, ny, n, die Richtungskosinus einer zu beiden 
Richtungen senkrechten Richtung, also: 


Br В. — В Yo 


' , ' 1 
Qo Yo — Уо %o_ n — % — % В, d 
sin ф £ 


Na вір Фф зїп ф 


Ny = 
Die letzte Richtung (nz, ny, т.) steht zugleich auf den beiden 
Halbgeraden senkrecht. 
Wir nehmen nun: 


т. = т. COSY + №. ір, Ty =M, cosp +n siny, т, = „бов +n siny. 


Da: 


Ga = M; COS 2 


› AR WE Ф Egal A 
e Sz BI) өг. ie Ma COS 5 + s,sın с: 


2 
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so wird: 
Хо, = COS Y COS $, Жт„(у, В, — Ву уо) = — sin ф sin y, 
daher: 
9 Ф 
cosg — cos?) сов? — i : 
. — 81р ф sın 
a seat, 
1 — соз?ар сов? > 1 — cos?ap cos! > 


Die Koordinaten des Fußpunktes eines vom Koordinatenanfangs- 
punkt aus auf eine Schraubungsachse gefällten Lotes sind nach (4) 
8 27 H 305: 


Tee) ү. 28 
u 01) — 06, су, usw. 


2. I TEN 
Aus (1) ergibt sich: 
a = — о — 90а — 8003 USW., 
daher nach (11) 8. 304: 
ka e + а) (1 N В, 5. їз Man — Žo Čs 


ell E 
2 + To 3 Zr, +%) РЯ == OCH RK el 
= Te S са $ — cotg $ віп y. 


Man hat: 
Оо — Yo) (а — 2o) 
= {(% — Yo) Ma — (20 — 20) my} cosp +, (уо — Уо) — (2o — o) ny) Bin р. 
Ersetzen wir hierin m, durch Mën — NySz, My durch n,5z — N.5;, 
n, durch 57%, — SyMz, Ny = 7.8, — M:Sz, 80 ergibt sieh: 
т.000 — Yo) — y (Eo — 20) = (Rz сов — mz siny) LN — To) Sz 
— 5,6059 Lä — Lo) Ne + Se siny (2 — Xo) Me. 
Wenn wir diese Gleichung mit sin’ multiplizieren und im 
ersten Gliede rechts statt a, віп d den Ausdruck 7, — Mzcos y setzen, 
so folgt: 
(т (о — Yo) р (20 — Gell Siny = Fy совр (6 — Lo) Sz — т. (0 — Lo) Se 
— Se siny (cosy Ste, — Zo) ne — ind IEN — 2) mz), 
damit findet sich: 
cotg $ 


2 + 
ё = SS è — 3. — 2 Ste — Ty) Sz 


2 


cotg КА siny 


+ 8, — (siny I(x — Lo) Mr — совр (05 — 2) п.) 


kb Gas (en? э cosy ad — ж) 8 — Zr: (50 + жу) |- 


21° 
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Nun sei: 
2 La, Mm, Ф { 
a cotg z ER — 20) 8. = эһ, 
% +% m Ф 
“сз tg Ilm, — 20) 8 = M, 
2 +% т, Ф ! 
zz Re — 2,)5„ = Ms, 
1 
1 соң ® Жау ат, =p, 


1 
z 6010 2 (жу — 2)т, = 0, 


dann können wir die Gleichungen der Schraubungsachsen, unter t 
einen Parameter verstehend, in der Form schreiben: 

х == m, LSD віп — q siny cosy) + trr, 

у = т» + S(p sin?y — дзіц cost) + try, 

2 = m, + SD einfa — d siny cosy) + trz. 

Da % beliebig gewählt werden kann, haben wir es mit einer 
einfach unendlichen Schar von Schraubungsachsen zu tun. Die 
letzteren schneiden die Gerade, welche durch den Punkt (m,, m,, Mma) 
geht und die Richtungskosinus Sz, Sy, S: besitzt, senkrecht. Nehmen 
wir diesen Punkt zum Anfangspunkt eines и, v, w-Systems, in dem 
die «-Achse die Richtungskosinus m+, My, m,, die v-Achse die 
Richtungskosinus r,, ny, na, die w- Achse die Richtungskosinus s,, Sy, $, 
besitzt, so sind: 


u = і совр, v=tsind, w= p sin? y — q sin y cosy 


bei veränderlichem { und d die Gleichungen der Schraubungsachsen- 
fläche Die Elimination von ¢ und % liefert: 


w(u? +v?) = ро? — quv. 


Setzt man nun, falls p und o nicht gleichzeitig verschwinden: 


U = U, COB E — V SIN E, 0 = Uy SIN E + Vo COS E, w= twit с» 


=y P EES го 
› sinds = ——2—; 
Vp’ +a” Vp’ +a? 
so ergibt sich die folgende Flächengleichung: 
Wolt? +0) = VP? + 9 му. 


Wir haben es daher mit einem Zylindroid zu tun, dessen 
Achse gleich ур? + 4 ist. 


cos2: = 
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Die geometrische Bedeutung des Punktes (m,, my, Mg) er- 
hellt folgendermaßen. Das Quadrat des Abstandes zweier einander zu- 
geordneter Punkte der beiden gegebenen Geraden ist gleich: 


Efx! — + а — к). 
Soll der Abstand ein Minimum sein, so muß die Beziehung: 
(жу — 2a) (о, — o) + h Elay — а) = 0 
bestehen. Dies ergibt: 


Zi, CS £o) 5, 


dp 
2 12 
sın 9 


h= 


Die x-Koordinate des Mittelpunktes der kleinsten Verrückungs- 
strecke erweist sich gleich: 


Lo + oke Sat 
Zur er ln, 
“un, 


d.h. gleich ж. Die Achse des Zylindroids enthält somit den 
Mittelpunkt der kleinsten Verrückungsstrecke. Die Größe 
dieser Verrückungsstrecke ist gleich: 


үх Ei — Ty — Be LN — al sf 
одет: 


ГЕ – 2%) — (z (жу — 1o) sl, 
Setzen wir: 
(жу Gei 20) Sz ty 


so folgt aus dieser Gleichung und aus den folgenden: 
(x, — &)т„ = 2p 59, 


2(жу — 2) п. = 29 шу 
Чай: 


у — 20 = 2 tg (рт. + Næ) + "8: ву. 
Wir haben somit: 


(0, — t) = 4 (рн) +5, 


daher wird die Maßzahl der kleinsten Verrückungsstrecke gleich: 


2 tg fE VPH 0. 
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Hierdurch ist, falls p und o nicht gleichzeitig verschwinden, die 
geometrische Bedeutung der in der Zylindroidgleichung auftretenden 
Konstanten dargetan. 

Wenn aber р und q zugleich verschwinden, haben die beiden 
Halbgeraden oder ihre Verlängerungen einen Punkt gemein, der keine 
Ortsveränderung erfährt. An Stelle der Schraubungen treten hier, 
wie es geometrisch offenbar ist, aber auch sogleich analytisch gezeigt 
werden soll, Drehungen. Die Drehungsachsen gehen durch den gemein- 
samen Punkt und liegen in der Ebene w = 0, d. h. in der Ebene, 
welche sowohl die Mittelpunkte aller Verrückungsstrecken, wie die 
durch den gemeinsamen Punkt gezogene und auf beiden Halbgeraden 
senkrechte Gerade enthält. 

Für die bei einer Schraubung stattfindende Verschiebung fanden 
wir in (3) $ 27 8.305 den Wert: 


T = @7, +br,+er.. 
Dies ergibt gegenwärtig nach (1) S. 321: 
т = I — att — 005 — 2603)". 

Da aber nach (11) § 26 S. 304: 

а" + В, + Pif: = т, 

ar + fr, + }%7» = fy, 

937. + 837 + Yst: = Ра, 
so erhalten wir: 

T = E(t — 20) = 2 {пу (р cosy + q sind), 


Sind p und g beide gleich Null, so haben wir es ausschließlich 
mit Drehungen zu tun, da т für jeden Wert von у verschwindet. 
Im entgegengesetzten Falle erhalten wir nur eine Drehung und diese 
entspricht dem durch die Gleichungen: 


р Se 

—; cosy = ——— 

vote Мир, 

bestimmten Wert von ү. Die zugehörige Drehungsachse wird durch 
die Gleichungen: 


sin Yy = 


umt v = EH 
(CN ZEN Vp’ +a 


S 
| 
з 


festgelegt. 

Eine weitere Eigenschaft der Zylindroidachse ergibt sich, 
wenn man den kürzesten Abstand der beiden gegebenen Geraden be- 
rechnet. Das Quadrat des Abstandes des Punktes (2, + heo, Yo + Йу, 
Zo + Ayo) der ersten Geraden von dem Punkt (2; + 10, уу + 18, 
ау + 17) der zweiten Geraden ist: 


Zo — 1, + 10 — kau). 
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Setzen wir statt Ka, &, Za' — Жуу USW. die Ausdrücke m, cos 2 — 8, sin 9, 
т, COS 2 + 8, sin з? 2 tg s (рт.+ 4%ы) + 8л, USW., so wird das Quadrat 


des Abstandes gleich: 
2 Е 2 А 
(2р5 + (1— №) cos $) + (r + (l+ h)sin 2) +44 oz 
Da das Quadrat des kürzesten Abstandes (S. 218) gleich 40° tg? $ 


ist, so bestehen für die den Endpunkten des kürzesten Abstandes ent- 
sprechenden Werte von ? und % die Gleichungen: 


2ptg® + @—%)еову 0, r+(l+h)sing = 0. 
Die &-Koordinate des Mittelpunktes des kürzesten Abstandes ist: 


2 E Es; h el La m, Ф Ф 
= > 2 
3 SC ылары аа EE 


Ф 
= т; — 5р р? =: 


Daher liegt der Mittelpunkt des kürzesten Abstandes auf 
der Zylindroidachse. 

Um die vorstehenden Ergebnisse für die Lehre von den Raum- 
kurven fruchtbar zu machen, nehmen wir an, daß der Punkt (£o, Уо, 20) 
eine Kurve beschreibe, und setzen fortan 2, у, 2 statt &,,Y,,2,. Dabei 
sollen z, у, 2 ebenso wie «,, В,, у, als Funktionen der Bogenlänge s 
der Kurve betrachtet werden. Die Koordinaten x,, уу, 2, ebenso 
die Richtungskosinus ау, Bo, Yo sollen aus =, у, 2, Gas Bo, Уо dadurch 
hervorgehen, daß statt s gesetzt wird 5 + 2/5. Dabei werde an- 
genommen, daß der Bogenlänge s ein Wert beigelegt sei, für den 
weder 42, 47, ЯЕ nach 2%, ав, dn 

ds ds ds ds ds ds 

Für «,' erhalten wir die Entwicklung: 


gleichzeitig verschwinden. 


de, 
ds 


AECH E 9 48 +: 
für ху die Entwicklung: 
Wat + 
endlich für p die Entwicklung: 
de, \? 
»- VI) EE 


Beim Grenzübergang zu 4s = 0 ergibt sich: 
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somit: 
ав _ р й 
Pigs 048. 

VS 


Die Entwicklung von (S. 323) nimmt die Form an: 


„ = Ga COSY + іп ah, 


Daraus geht hervor, daß dem Werte p = 0 keine Schraubungsachse 
entsprechen kann. 

Für den Parameter der zu y gehörenden Schraubenbewegung 
hat man bei 4s = 0: 


da dæ/ ав dy 
Ха, = Е CES С 2) 


v2) CH 


“п 


IL 
ds ds 
m, = x 00 5E 3 
Cal 
kee 
ds ds 
т у — В, De) 
Te) 
dæ da 
ds ds 
Gil 
dä ахү dë а?у, 
Ёо de Ze Е ds № Sc 


" VG KE 
Betrachten wir nun e besondere Fälle! 
І. Wenn ,=«, bo = b, уо = у, во ergibt sich: 
Mı =Q, „з==— А, Sl, 
ту = « совр — 4 sin 1, 
т ==, M y m =, P=0, ф=0. 


Wir erhalten dasselbe Zylindroid, wie unter I im vorigen Para- 
graphen; jede Erzeugende desselben, mit Ausnahme der Kurven- 
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tangente (y = 0), hat die Eigenschaft einer Schraubungsachse. Die 


+ л 
Drehungsachse entspricht dem Werte y = SI 
П. Wenn а = 1, 8, =M, Yo = 9, во ergibt sich: 
e A e h 
r 
=], „= = = Sz = Е - 
EE КМШ: 
«2 
= 1 cosy + рт 
1 1 1 
D е 
а ==. Aën зы ëch ато 
ої л? СЫЛУ PAR 
3 
© 
ф== e 
ЫК. 


Wir erhalten dasselbe Zylindroid, wie unter II des vorigen Para- 
graphen; jede Erzeugende desselben, mit Ausnahme der Hauptnormale 
der Kurve, besitzt die Eigenschaft einer Schraubungsachse Eine 
Drehungsachse kommt nicht vor. 

ПІ. Wenn ау = А, Ву = ш, уо = v, so ergibt sich: 


M: = А, mut, 8. = 1, 
т. == А созт + « sin y, 
оа а р=б а 


Wir erhalten dasselbe Zylindroid, wie unter ПІ des vorigen 
Paragraphen; jede Erzeugende desselben, mit Ausnahme der Binormale 
der Kurve, besitzt die Eigenschaft einer Schraubungsachse Eine 
Drehungsachse kommt nicht vor. 

Bemerkung. Die allgemeine, in diesem Paragraphen behandelte 
Aufgabe ist wohl zuerst von E. Lamarle (Theorie géométrique des 
centres et axes instantanés de rotation, Brüssel u. Paris 1859, 8. 113, 
vgl. R. v. Lilienthal, Jahresbericht der deutschen Mathematiker- 
vereinigung, Bd. 11, 1902, 5. 38) für den Fall unendlich naher Lagen 
der Geraden gelöst. Daß die sich ergebende Achsenfläche ein Zylindroid 
ist, hat Lamarle nicht bemerkt, ebensowenig C. Moshammer 
(Wiener Sitzungsber. 1876, Bd. 73, Abt. 2, 8. 143) und Pelisek- 
Miloslaw (Archiv d Math. (2) Bd. 7, 1889, S. 1), die auf synthetischem 
Wege den Fall endlich verschiedener Lagen untersuchten. Den Nach- 
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weis, daß die Achsenfläche stets ein Zylindroid ist, erbrachte unter 
Benutzung der Graßmannschen Methode F. Rath (Mathem.-naturwiss. 
Mitteilungen, Stuttgart, (2) Ва. 6, 8.85, 1904 und Bd. 7, S. 9, 1905). 
Von dem Zylindroid wird im zweiten Bande dieser Vorlesungen aus- 
führlicher die Rede sein. 


§ 31. Translationsstrahlen und Binormalstrahlen. 


Wir gehen jetzt zurück zu der einem beweglichen Dreikant zu- 
geordneten Schraubenbewegsung. Die Achsen des Dreikants bildeten 
das Ё, 1; 5-Әувіеш. Die Schraubenbewegung war bestimmt durch 
die Schraubungsachse (E, n, 615 УЕ, fys 7) und den Parameter k. Durch 
den Punkt (£, 11, $) werde senkrecht zur Schraubungsachse eine Ebene 
gelegt. In ihr ziehen wir vom Punkte (Gg, бу) aus zwei zueinander 
senkrechte Halbgerade mit den Richtungskosinus р, Py, 0; Që, 9, 9, 
jedoch so, daß: 


DE Py D 
ф h d |æ 1 
Le Zo a 


Irgendein Punkt dieser Ebene besitzt die Koordinaten: 


EI = Ё + v (pe сози, + gg sin u), 
n! = N, + v (Py COS м + qy вїп t), 
E! = é, + o (pe cos ug + ge sin tg). 


Hierin bedeutet v die Maßzahl des Abstandes der Punkte (GT. n', €") 
und (éi; зп, &), während н, die Maßzahl des Winkels bedeutet, den 
die vom Punkte (Ё, 1, б) aus durch den Punkt (Ё', 1, ') gezogene 
Halbgerade mit der Halbgeraden (pt, р,, pe) bildet. 

Nehmen wir nun eine Schraubung des Raumes vor, bei der die 
` Größe der Drehung mit u bezeichnet werde, so gelangt der Punkt 
OG, 1, С) in eine neue Lage, deren Koordinaten: 


& — E, tes сов (и, +u) + ge sin (и, +u)) + kurs, 
(1) т= 7 + 2 (Pr сов (to +%) + 9, sin (u, + u)) + kury 
=é +0 (p: соз (Uo и) + 4: sin Die + и)) + kur: 


sind. 

Auf diese Weise werden durch eine Schraubenbewegung doppelt 
unendlich viele Schraubenlinien bestimmt, längs derer u veränderlich 
ist, während die Parameter durch v und a, vertreten werden. Durch 
jeden Punkt des Raumes, der nicht auf der Schraubungsachse liegt, 
geht eine und nur eine Schraubenlinie hindurch. Dieselbe ordnet 
dem Punkte drei Gerade zu, nämlich die Tangente, die Binormale 
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und die Hauptnormale der durch ihn bestimmten Schraubenlinie. Die 
erstere nennen wir nach dem Vorgange von C. Küpper (Monatshefte 
für Math. u. Phys., 1. Jahrgang, 1890, 8. 95) den Translations- 
strahl des Punktes, die zweite wollen wir den Binormalstrahl 
des Punktes nennen. Die dritte fällt mit der Geraden zusammen, 
die durch den Punkt hindurchgeht und die Schraubungsachse senk- 
recht schneidet; sie braucht also nicht besonders bestimmt zu werden. 

Wir berechnen zunächst die Richtungskosinus des Translations- 
strahls eines beliebig gewählten, aber nicht in der Schraubungsachse 
liegenden, Punktes (£, y, £). 

Man hat: 


Zum (- pe sin (u, + u) + 9: cos (u, + vil + kre. 
Da aber: Р 
v cos (u + u) = Ж(&—&)р, v sin (uo +u) = Z(E — Ё,) 9, 

so folgt: 
d 
= = (nm) (Pil + 4р) + (б — 5) (peget др) + hrs 
= kre + (—&) — reln — m). 
Die Richtungskosinus des Translationsstrahls des Punktes 
(É, 7, 5) sind somit proportional den Zahlen: 


(2) e EE EE 
Psk + (0 — т) — 1%(8 — 8). 


Auf Grund der Gleichungen (11) $ 28 S. 313 findet sich: 


Ёз, — 6 = Ф — Pik, Ma — 085, = Ф — Pak, абу — Pi = 93 — Pak. 


Die fraglichen Richtungskosinus sind daher ebenfalls pro- 
portional den Zahlen: 


(8) Ф +026 — 03% Ф рз — 0,6, Ф + р —– 05. 


Wir berechnen ferner die Richtungskosinus des Binormalstrahls 
eines beliebig gewählten, aber nicht in der Schraubungsachse liegenden 
Punktes (Ё, т, 8). 

Da die Binormale senkrecht zur Tangente und zur Hauptnormale, 
die letztere senkrecht zur Tangente und zur Schraubungsachse liegt, 


müssen die Richtungskosinus der Binormale proportional sein den 
Zahlen: 


dn / dn dé dEr dë 45 
du les Së el 08777 Wer Fi ТЕЛ, Ka 
одет: 
а? ағ аё 
WE = E Zr, Dëse usw. 
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Wendet man hier die Bestimmungen: 


aÈ 
du 


kr, +r € — 6) – т.(7 — т), usw. 
an, so zeigen sich die Richtungskosinus des Binormal- 
strahls des Punktes (£, т, ©) proportional den Zahlen: 
rZ (r — 6) - ram) — k (ra — 6) – 0 т), 
rZ (r (6—6) — rein т) — k (rE E) —(ф—%)), 
"2 (r, K= E) — rn- w) =k (reln == = Е) 
oder, wenn man die Gleichungen: pn, — ff = N — Pık, usf. berück- 
sichtigt, proportional den Zahlen: 
9,2 + р. — pn)? — (ën +235 — рат) EP ду, 
Pa Zl +1026 — рат)? — (4 + PE — 0.5) Хр, 
рз (Ф +5 — pan)? — (gs +17 — P) 2р... 


Wir gelangen zu geometrischen Sätzen, wenn wir die 
Translations- und Binormalstrahlen der Punkte einer ge- 
gebenen Geraden oder einer gegebenen Ebene betrachten 
und nach den besonderen Fällen fragen, die hier möglich 
sind. 


5 32. Translationsstrahlen der Punkte einer Geraden, 
Wir nehmen eine Gerade als durch die Gleichungen: 


Et, n= Ga 18, E= bo tiyo (9 + B? tr == 1) 


gegeben an. Für das Folgende ist es nötig, die Lage und Größe des 
kürzesten Abstandes der Geraden von der Schraubungsachse zu be- 
stimmen, falls die Gerade nicht dieser Achse parallel ist. 

Der Punkt kürzesten Abstandes gehört zu dem Werte: 


i ER Ж( ,— $,)(%— rg Zag rg) 
„Жал 1— (Хот)? 


von £. Der Zähler von LG ist zunächst gleich: 
в Р El, 5) («Хур — re Хут) 
und damit gleich: 


(рот Bar) (raé 6) — reln — gell 


oder: 
1 
EG — 1%) (— Pik + mia) — Dal all, 


и? = p? + p? + рз’. 
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Setzen wir daher: 
л, = pik + р(&— б) — Bm M) 
п = p, k + р, (Em 5) — p (6 — bi), 
лу = ру + pı — т) — (6, — &) 
oder, was nach dem Obigen dasselbe ist: 


л, = g, + Pobo — Panos To = Ф + Psbo —Pıbo Ts = Q3 + P1 N De Ba 


so folgt: 
p = Za P= Al, 


(Хо) — w? 


Die Koordinaten des Punktes kürzesten Abstandes der Geraden 
von der Schraubungsachse bezeichnen wir mit Ban: faos oo; 80 daß: 


Бо = bo + а, Noo = Mo + bbos Eoo = & + too- 
Die Maßzahl des kürzesten Abstandes (e) der Geraden von der 
Schraubungsachse wird gegeben durch die Gleichung: 
®(®— ory — Ёт) 
V1- (Zary 


oder: 
2% (0, (Eo — £1) — Ps (o —1.)) си k Za, p, — 20,7, 4 
У? (Ze, р)? үш (Хар) 


Die Bedeutung des Vorzeichens von e entnehmen wir der Be- 
trachtung auf S. 190. Durch den in der Schraubungsachse liegenden 
Endpunkt des kürzesten Abstands ziehen wir die Halbgerade (II) mit 
den Richtungskosinus ou, бу, Yo, während die Halbgerade (1) die 
Richtungskosinus r,, r,, r. besitze. Je nachdem der kürzeste Abstand 
in der Halbgeraden (IV) oder in der ihr entgegengesetzten Halb- 
geraden liegt, ist e positiv oder negativ. 

Wir fragen zunächst, unter welcher Bedingung eine 
gegebene Gerade der Translationsstrahl eines ihrer Punkte 
ist. Ist dies der Fall, so muß es einen solchen Wert von t 
geben, daß die Richtungskosinus der Geraden gleich den Richtungs- 
kosinus des Translationsstrahls des zu diesem Werte von t gehörenden 
Punktes werden. Bezeichnen wir daher mit p einen Proportionalitäts- 
faktor, so muß sich ¢ aus den Gleichungen: 


e=— 


4 + %(® + Ёр) — Daläie + 180) = Dën, USW. 
oder: 


л, + #76 — Pabo) = Ро, 
л, + р, — руу) = P bo» 
л, + ір, Bo — 229%) = P Yo 
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berechnen lassen. Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe 
nach mit фу, — Psbos 0890 — Pı Yo, Юу — Pz% und addieren sie, so 
entsteht: 


En, (PYo— Pabo) + (а? — Lon = 0. 


Dies besagt, daß wir nur dann einen endlichen Wert von ¢ er- 
halten können, wenn die Gerade nicht parallel der Schraubungsachse ist. 

Multiplizieren wir unsere Gleichungen der Reihe nach mit o, Ba, Yos 
dann mit p,, Pas рз und addieren sie jedesmal, so entsteht: 


Zum, =p, Еи? = pEu p, 
Daher muß die Bedingung: 
Ки? = Sot, DP, 
oder: 
Хор, San, — Хр = 0 
erfüllt sein. 
Aus der Gleichung für den kürzesten Abstand e folgt: 


somit gewinnt unsere Bedingung die Gestalt: 

ie 

Vw’— (Хар) 

oder, wenn wir mit y den Winkel der Geraden mit der Schraubungs- 
achse bezeichnen, und: 


Хор, =w сов, Vw? — (Eup) =w siny 


k = — e cotg у. 


k=—e 


setzen: 


Ist diese Bedingung erfüllt, so ist die Gerade, wie der 
obige Wert von £ zeigt, der Translationsstrahl desjenigen 
ihrer Punkte, in dem sie den kürzesten Abstand von der 
Schraubungsachse besitzt. 

Auf jeder Geraden, die nicht der Schraubungsachse parallel ist, 
besitzt der Punkt kürzesten Abstandes von der Schraubungsachse 
eine kinematische Bedeutung. Fassen wir nämlich in den Gleichungen (1) 
des vorigen Paragraphen die Veränderliche и als die Maßzahl der 


Zeit auf, so kommt jedem Punkte die Geschwindigkeit V DE 


zu, die wir mit V bezeichnen wollen Die Geschwindigkeiten der 
Punkte einer Geraden hängen von der einen Veränderlichen ? ab; 
wir können daher nach einem Maximum oder Minimum dieser Ge- 
schwindigkeit fragen. Man hat: 


(GC Ze Els, + (0,7 — ЛЛ) 
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ау? 2 
йр Се e Els, +t(99 — Psbo)) (Pa Yo — Ps Bo), 
d? y? 


2 
аё ма (ру Psßo)* 


Da die zweite Ableitung von V? nach ? positiv ist, haben wir 
es nur mit einem Minimum der Geschwindigkeit zu tun, und dieses 
findet im Punkte des kürzesten Abstandes der Geraden von der 
Schraubungsachse statt. Wir wollen fortan diesen Punkt als den 
Nullpunkt der Geraden bezeichnen. 

Wir fragen ferner nach der von den Translationsstrahlen 
der Punkte einer Geraden gebildeten Fläche. 

Die Gleichungen des zu dem Punkt (£+ ta, fe + thos Éo + Ero) 
gehörenden Translationsstrahls sind: 


E= fo + to +h (л, sde t (Pavo — РВ), usw. 


Betrachten wir hier і und № als veränderlich, so haben wir die 
Gleichungen der zu bestimmenden Fläche vor uns. 

Ist die Gerade parallel der Schraubungsachse, so werden Ё, 7, $ 
lineare Funktionen von # und Л. Unsere Fläche ist alsdann eine 
Ebene mit der Gleichung: 


ZU — 5) (бл — Роль) = 0. 
Für eine nicht zur Schraubungsachse parallele Gerade nimmt die 
Determinante der Koeffizienten von €, h, th in den obigen Gleichungen 
den Wert: 


Ze (раво — D Yo) Ро — (Pı Bo — 029) Bo} 
oder: 


У 
Хот, Хор, — Хрл 


ап. Da Хр,л, = Хр, 9,, зо besagt das Verschwinden der Determinante, 
daß wir es mit einem Translationsstrahl zu tun haben. In diesem 
Falle ist unsere Fläche wiederum eine Ebene. Ihre Gleichung besitzt 
die Form: 

Z(E — &) (0 Z% pı — р,) = 0. 


Sie zeigt, daß die Normale der Ebene senkrecht zu dem kürzesten 
Abstand der Geraden von der Schraubungsachse ist; die Ebene 
selbst fällt also zusammen mit der zu dem Nullpunkte der 
Geraden gehörenden Schmiegungsebene der durch den Null- 
punkt gehenden Schraubenlinie. 

Wenn die gegebene Gerade weder der Schraubungsachse parallel 
ist, noch mit einem Translationsstrahl zusammenfällt, ersetzen wir den 
Punkt (E, фу, б) durch den Nullpunkt (oa: ug: Ёо) der Geraden und 
vollziehen die Elimination von ¢ und A aus den Gleichungen der 
Fläche, wie folgt. Es sei: 
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ee, a, = BEE, E Ла 
6 6 ы 6 
EE b, = DË, be = 91903, 
6, 6, 4 Ый 
ВВВ, Ве - u В: 


Vw’— (Zap)? 
с= HILL 27 Хор, + ти? в, = Ү1 + Ze Хор, Lin 
1+ (2+ т) Хар + тти? = 0. 


= n= EE 
t= Yw (Zap "Ve Enp) 


Hier bedeuten ак, a,, Qs; bg, Ons bt; Ct, су, с: die Richtungskosinus 
dreier zueinander senkrechter Richtungen, von denen die letzte sowohl 
zu der gegebenen Geraden wie zu der Schraubungsachse senkrecht 
ist. Da zwischen den Zahlen т und т, nur eine Beziehung an- 
genommen wurde, liegt es in unserer Hand, noch eine zweite hinzu- 
zufügen. Wir setzen: 


Z(E — 5) =$', (Е) = 1, ZU 7 Eoo) Cs = {'. 
Wenn in л,, л, лз die Zahlen £5; ga, éo durch Bag: No, Eoo ersetzt 
werden, möge pı, Yə, Ya entstehen, so daß: 
d, = q, + Pa oo — Dating: USW. 
Man hat dann die Beziehung: 
Zy (ру — Psbo) = 0, 


die aussagt, daß der Translationsstrahl des Nullpunktes der Geraden 
auf dem kürzesten Abstande der Geraden von der Schraubungsachse 
senkrecht steht. Da: 


E — Boo = tao + h (Ya + t (Pao — Во) usw, 


erhalten wir: 
E Sg t+ EA tržna h, 


d = 1+7,2%,9, ++ заты 4 h, 


6, 1 


taye ерм. 
Aus den ersten beiden dieser Gleichungen folgt: 


pes в6(5о„лр, + т, Хр, a)i — в, (Хор, {Ет 2р, g)n' ` 
(т—т,) (Za p Zp, — ZP, Ф) 
— (1+7, Хар) ё +a (1 +т Хо,р,)т, 
(t= т) (20,9, Хау, — Хр, 4) 


h = 
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Unterwerfen wir die Zahlen т und т, der weiteren Bedingung: 


(1 +t Ew p) (Ха, + т, Хр) + (te, 20,9) (Ха), +T Хр) = 0, 


so erhalten wir die Flächengleichung in der Form: 


o Ve- Ean 


2 ! 
E (є) (Хар. Хар, — Хр, le (1+ т. Zap) (Iwp + т, 2рүо,)® 


+a’ + tEn p) (Хо, + pn) 
Unsere Fläche ist also ein hyperbolisches Paraboloid. 


Der Scheitelpunkt desselben fällt mit dem Nullpunkte der Geraden 
zusammen. Längs der Geraden ist: 


E e dl LIES ri, El es (0); 


ы 1 


längs des Translationsstrahls des Nullpunktes ist: 


g! : D Er Хор, Ze Хр, 9, А Ха, т, Хр, A, Gi Zä 0; 


6 б, 


somit fallen die sich im Nullpunkte schneidenden Erzeugenden des 
Paraboloids mit der Geraden und dem Translationsstrahl ihres Null- 
punktes zusammen. 

Man hat: 


T0 =T+ 217, Хар — т, (1 zu, т) Хер) = (т—1;) (1 + t, Хөр), 
qo = — (т — t) (l + тар). 
Die Gleichung unseres Paraboloids läßt sich daher auch in der Form: 


ДЕ” — в?%в. 12 Vw’— (®о,р,)* 
(— 7,)°(20,Pp, Zë, — Хр, g)? 


— pu (Zep, + зр) 


fz (20, + т, 2рүа,)$'% 


schreiben. Sobald Ze, y, gleich Null ist, erhalten wir ein gleich- 
seitiges Paraboloid, da die Koeffizienten von EI? und vd? entgegen- 
gesetzt gleich werden. Die Beziehung Zo, = О bedeutet geometrisch, 
daß die gegebene Gerade auf dem Translationsstrahl ihres Nullpunktes 
senkrecht steht. Weitere Bedeutungen dieser Beziehung werden wir 
im nächsten Paragraphen kennen lernen. 

Für eine Hauptnormale einer Schraubenlinie ist Хо, р, gleich 
Null, und da ihr kürzester Abstand von der Schraubungsachse ver- 
schwindet, auch Ze, gleich Null. Man hat aber: 


Хал, = Ai Daf, 


v,‚Lilienthal, Differentialgeometrie. I, 22 
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In diesem Falle ist: 
1 + тти = 0, ша т + т, = 0, 


daher: 
on 
Die Determinante: 
DER 
be by be 
© Cu бе| 


soll den Wert Eins besitzen. Dann folgt allgemein: 


66; 


т — т, = —— ns 
I у? (20,9) 


und in unserem Fall: 
2 
Tue 


Damit erhält die Gleichung des zu einer Hauptnormale gehörenden 
Paraboloids die Form: 


Auer ze SÉ 18). 


5 33. Der lineare Komplex von Geraden. 


Unter welcher Bedingung ist eine Gerade, die weder 
die Schraubungsachse schneidet, noch ihr parallel liegt, 
der Binormalstrahl eines ihrer Punkte? 

Wenn wir die Gerade wieder als durch die Gleichungen: 

E = Ё + ta, usw. 


gegeben annehmen, so müssen die Beziehungen: 

nm Blatt — E) нб) (60 6) — reln — m)) = Pa, usw. 
bestehen, wo p einen Proportionalitätsfaktor bedeutet. Multipliziert 
man diese Beziehungen der Reihe nach mit rs, ro re, dann mit Ё —Ё, 


1 — 11, $—— бү, dann mit raf 5) — re(n — 1), usw. und addiert sie 
jedesmal, so ergibt sich: 


2006 8) – 0 т) = Рт, 
ZE ies: rn — 4) – ж – ail = pZ ($ — &), 
ЕХ ar ЕЗ vill = Deal — =й = 1), 
folglich: 
Ха (krg + rE 6) — 0и т) = 0 


und: 
Е Б) эы 6) = 0. 
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Die erste dieser Bedingungen sagt aus, daß die Gerade zu 
den Translationsstrahlen aller ihrer Punkte senkrecht sein 
muß. Da sich die Bedingung aber, wenn man £, 7, E durch E, -- ѓо, usw. 
ersetzt, von ¢ frei erweist, indem sie die Form: 

Zax = 0 
annimmt, so lehrt sie weiter, daß, wenn die Gerade auf dem 
Translationsstrahl eines ihrer Punkte senkrecht steht, sie 
zu den Translationsstrahlen aller ihrer Punkte senkrecht 
ist, oder mit anderen Worten, daß sie eine Normale aller 
durch sie hindurchgehenden Schraubenlinien ist. 

Die zweite dieser Bedingungen wird durch den Wert: 


Ж — &)(%—т®вт) 
1— (Ze, тр)? 


von ¢ erfüllt Dieser Wert gehört aber nach $ 32 8. 882 zu dem 
Nullpunkte der Geraden. Wir haben daher den Satz, daß jede 
weder die Schraubungsachse schneidende noch ihr parallele 
Gerade, deren Bestimmungsstücke der Gleichung: 


Хазл; = 0 
genügen, der Binormalstrahl ihres Nullpunktes ist. 
Die Gesamtheit der Binormalen unserer Schraubenlinien nennen 
wir einen linearen Komplex von Geraden. 


Der Grund dieser Benennung beruht auf folgender Erwägung. 
Schreiben wir unsere Bedingung in der Form: 


9.9 F92 Bo + 4390 + 2, (Рото — Воб) + 2» («обо — Yo Eo) + Bal fa Ba ауто) = 0, 


so stellt sie eine lineare homogene Gleichung zwischen den sechs 
Zahlen: 


gea, Bor Yor Foto — Boos «обо — Хово Воо — gail 


dar. Diese Zahlen oder solche, die ihnen proportional sind, sieht 
J. Plücker (Neue Geometrie des Raumes, gegründet auf die Be- 
trachtung der geraden Linie als Raumelement. Leipzig 1868) als die 
Koordinaten einer Geraden an. Jede homogene Gleichung zwischen 
diesen Koordinaten ist für Plücker die Gleichung eines Linien- 
komplexes, und zwar je nach ihrem Grade die eines linearen, 
quadratischen, kubischen Komplexes, ost Die Tangenten 
unserer Schraubenlinien bilden hiernach einen quadratischen Komplex, 
da die Bedingung für einen Translationsstrahl sich in der Gestalt: 


Zup: Хол, — Хр ` Zo = 0 
schreiben läßt. 
Liegt eine Gleichung von der Form: 


Au + ВВ+ Су + Р(уото— Bob) + Elao&o— Yoto) +E (Bobo — сото) = 0 
Bor 
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vor, in der weder die Koeffizienten D, E, F zugleich verschwinden, 


noch der Ausdruck: 
AD+BE+ÜF 


den Wert Null besitzt, so fallen die durch die Gleichung bestimmten 
Geraden mit den Binormalen oder, wie wir nach dem Obigen auch 
sagen können, mit den Normalen aller Schraubenlinien zusammen, 
die durch eine Schraubenbewegung entstehen, deren Achse durch die 
Gleichungen: 


D a зы. „+ 
"= Уяу" '" үйүү”  үррЕЁ? 


ЕС-ВЕ { ЕА—О01 z DB— АЕ 

b = ре” jr mett hS DEFE” 
deren Parameter durch die Gleichung: 

ņ — AD+BE+CF 
D?4 E*4 F°? 
bestimmt wird. 

Verschwindet der Ausdruck AD + BE + СЕ, so nennt Plücker 
den Komplex einen speziellen. Hier ist für jede Gerade der kürzeste 
Abstand е (§ 32 S. 383) gleich Null; der Komplex besteht also aus 
allen Treffgeraden der Achse. 

Die Plückersche Theorie ist entweder ein Beispiel dafür, daß 
rein formale Überlegungen zu wichtigen geometrischen Begriffs- 
bildungen führen können, oder sie ist, erst nachdem sich ihr Urheber 
auf anderem Wege von der Bedeutung des Komplexbegriffes überzeugt 
hat, unter dem Vorbilde der gewöhnlichen Theorie der Ebene und 
der Flächen zweiten Grades aufgestellt. 

Plücker faßt (а.а. О. 8. 57) die Geraden eines linearen Kom- 
plexes als Tangenten von Schraubenlinien auf. Dies ist aber un- 
zweckmäßig, weil diese Schraubenlinien nicht einer, sondern unendlich 
vielen Schraubenbewegungen ihr Dasein verdanken, indem die Para- 
meter der letzteren sich mit den die Schraubenlinien enthaltenden 
Kreiszylindern ändern. 

Ersetzen wir nämlich die Zahlen o d, 9; durch die Zahlen: 
CN 9 — Т. 9 = Ф — а. % = % — m 
wo: 

cosy = Sarg, siny = V1 — Lëscht, 
so ändern sich die Ausdrücke &,, zx E nicht, während statt E der Wert: 


k = — k cotg? y 
auftritt. Die Bedingung für einen Translationsstrahl nimmt die Form an: 
k w?k 
Хер, Dot, — же (Zap) — wk + ә 0 
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oder: 
y Е 7: 
Хор, Zn, = 0; 


sie ist also für eine Komplexgerade erfüllt, 4. h. eine solche Gerade 
ist ein Translationsstrahl bei einer Schraubenbewegung, die sich nur 
durch den Parameter von der bisher betrachteten unterscheidet. Für 
eine Komplexgerade hat man: 


e=kcotgy, 
daher: 

J е? 

k шы — E 


Der kürzeste Abstand e ist aber der Halbmesser der Querschnitte 
des Kreiszylinders, auf dem alle Schraubenlinien liegen, bei denen 4 
denselben Wert besitzt, somit ändert sich der Parameter A mit diesen 
Kreiszylindern. 


$ 34. Konjugierte Gerade. 


Wir legen durch die Punkte einer gegebenen Geraden 
Ebenen, die zu den Translationsstrahlen der Punkte senk- 
recht sind, und fragen nach dem Umhüllungsgebilde dieser 
Ebenen. 

Ist die Gerade parallel der Schraubungsachse, so liegt eine Schar 
paralleler Ebenen vor. 

Ist die Gerade ein Komplexstrahl, so enthalten die Ebenen 
sämtlich den Strahl selbst; sie bilden also einen Büschel, dessen 
Achse die Gerade ist. 

Wir schließen diese beiden Fälle aus und erhalten als Gleichung 
der Ebenenschar die folgende: 


Z(E = E — ta) (x + tl Peyo — Ps Ball = 0, 


Z(E — Ela + (Е — Eo) (Pa Yo — Ps Bo) — Zam} = 0. 


Die Ebenenschar bildet daher einen Ebenenbüschel. Die Achse 
des letzteren ist die Schnittlinie der beiden Ebenen mit den Glei- 


chungen: 
(2) | Ж(® Bal, = 0, 
ZE — E) (рауо — Ps bo) == Хоол. 


Diese Schnittlinie nennt man die der gegebenen Geraden in 
bezug auf den Komplex konjugierte Gerade. 

Die Richtungskosinus der konjugierten Geraden sollen mit 
«у, Bo» Yu bezeichnet werden. Sie sind proportional den Zahlen: 


лә (Pı Bo — б) — Ts ( Pa Co — фуу), USW, 
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die sich nicht ändern, wenn wir statt &,, 10, & die Koordinaten 
Bu: fen, Do des Punktes kürzesten Abstandes der gegebenen Geraden 
von der Schraubungsachse setzen. Da: 


i 2%, (Pz Yo — Psßo) = 0, 
so erhalten wir: 
а Pı Хаџт, — Ph д В Ce? р» Zao T, — В, EP, 9, e 
4 ү ү>з,*. (w° — Gap) 


a Vë? (w°— (Хо, р, )®) 
уы = Ps Zo T, — Yo 2р, 9 S 
e Vo? ` (= (2о,р,)*) 
Ist die gegebene Gerade ein Translationsstrahl, so steht 
ihre Konjugierte auf ihr senkrecht. 


Der Punkt kürzesten Abstandes der konjugierten Geraden von 
der Schraubungsachse besitze die Koordinaten El. Auen Zon. Dann ist: 


(а, + 2 27 Es 2390) (P: Po, — 08) = 0. 


(2) 


Aber: 
б» үд ждө ZT 2р, 9, £ 
P2 Yo De Bo Vy, (w° Dap = (Ps Уо Рз Bo); 
somit: 
D h (а, + ф — 0310) (Р Уо — Ps bo) = 0. 
a auch: 


Д ` Zë + Pafo — ш) Lë a — Deal = 0, 
so ergibt sich: 


2 Jee — foo) Pa — (о — noo) Ps) (270 — Ps bo) = 0 


Z(E — Eoo) (60° — р, Z% P1) = 0. 
Außer dieser Gleichung dienen zur Berechnung von £ 
nach (1) die folgenden Gleichungen: 


® (Ко SS 500) y = 0, 
TEL — Е) (ру — P bo) = Хазл). 
Um die Determinante: 


oder: 


' i pl 
ee: Moos Kon 


leng — p Zen Bw — р Zao Dh Vow? — р, EeP 
Vi Pa Ps 
Pa Yo — Ps Éo 039 — Pı Yo Pibo — 29% 

zu bestimmen, berechnen wir die Adjunkte des ersten Elements der 
dritten Zeile der Determinante. Man hat: 
(Bow? — р, Eao P) з — (Po Ww” — Ps Zapı) Ф 

= (5 — Уо) Ep? — (Ф — Ps Ve) ар, 

= р, {Pi (Bo Vs — VoVo) — to (Ve Vs — Ps Ve) — (Psp Fps Ws) (Pe Yo Be bo). 
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Auf Grund der Bedingung: 


(эў — Paba) = 0 
wird der Faktor von p, gleich — a, (Ba ie — Psß,), und die Adjunkte 
gewinnt die Form: 

— Хр: (Pa Yo — Ps bo). 
Die Determinante wird daher gleich: 


— apm: (w? T (®ш,р,)®), 
und wir erhalten; 


Zar, 
Eoo = боо + z e KS (Para — Psßo), USW. 


Dies zeigt, daß der Punkt (as no Baal in derjenigen Geraden 
liegt, welche den kürzesten Abstand der gegebenen Geraden 
von der Schraubungsachse enthält. 
Der senkrechte Abstand (el) des Punktes (& Moo% Eil von der 
Schraubungsachse ergibt sich gleich: 
Sie 


Хот; 
а сансар 
ПЯ; 


d. h. 
ё = k соёо 4. 


Um dies Ergebnis geometrisch zu deuten, denken wir die 
Gerade (L), welche sowohl die Schraubenachse wie die gegebene 
Gerade (Bau: оо, Соо; Gas Bo, Yo) senkrecht schneidet, konstruiert. Ihre 
Gleichungen sind: 

= Pr—PPß ` 
E = fo tA Vor Zap)? usw. 

Bewegen wir nun die gegebene Gerade so, daß sie sich parallel 
bleibt, während der Punkt (So: %00; бу) die Gerade (L) beschreibt, 
so dreht sich die konjugierte Gerade um den Punkt (Bun: то, Éo) auf 
der Geraden (L) und beschreibt die in diesem Punkte auf der 
Geraden (L) senkrechte Ebene. 

Wir zeigen endlich, daß jede Gerade die Konjugierte ihrer 
Konjugierten ist. 

Die Richtungskosinus der der Geraden (Ё, go» бо; 9, Bo» 70) 
konjugierten Geraden seien e, бу, уу; die Koordinaten des Punktes 
kürzesten Abstandes der letzteren Geraden von der Schraubungsachse 
seien Ed» т, Со: und zudem werde: 


d =q, HP Patien 05 =Q +P; Enhi б» de = 9 + Pi Noo — Bee 
gesetzt. Man erhält dann: 


Ga EN 


dl =p + wi (Zap) (р, Заур, — w’), usw. 
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Hieraus folgt: 
Zp, 9, 2% T, 


Ipp! == Хрл, Хауф! — 0, Хар = 
Pi Yı Pi 71, 0% 2 čo Yı UECHT 


" 


Für den Zähler von о," ergibt sich: 


5р, ЗЫ 
D Хауф — оу Хр, = h УХ т ? et 
2 021 
so daß: 
И а" == б, Во" == Bo» vo io: 
Ferner ist: 
Ze t ' 
dé = Eb + SE CH — Pbi’). 

Aber: 

Жи Zéi — Хр, t ` (Pa Yo — Ps Po) 

27 — Ps bo Узр (Enn) 
2р д,)* 


w — (Хар)? = Х(рър — pel = Zi" 
womit folgt: 


_ Хор, · (ра? — Ps В, 


) ' " 
w?— (Хо, p)? CR о» fioo == Toos оп = Eons 


" ' 
00 Bee 


so daß unsere Behauptung erwiesen ist. 


§ 35. Anwendung des Vorigen auf die im $ 29 betrachteten 
Schraubenbewegungen, 


Wir haben im $ 29 drei Mannigfaltigkeiten von Schrauben- 
bewegungen betrachtet, und jede derselben umfaßte einfach unendlich 
viele Schraubenbewegungen. Es liegt nahe, die Rolle zu untersuchen, 
welche die einem gewöhnlichen Kurvenpunkte zugehörigen Geraden, 
nämlich die Tangente, die Haupt- und Binormale, die rektifizierende 
Kante und die Krümmungsachse, bei allen diesen Schraubenbewegungen 
spielen. Dabei wollen wir die Berechnung der unter Umständen auf- 
tretenden Paraboloide nicht durchführen, da sie für unsere Zwecke 
zu verwickelt erscheint. 

Die Richtungskosinus der Ё, у, &-Achsen hinsichtlich des 
%,y,2-Systems wurden im $ 28 mit a,, Gun Œz; lz, ly, lz; Az, Ay, A, be- 
zeichnet. Ein Punkt, der im #, з, £-System die Koordinaten #, у, E 
besitzt, möge im x, y, z2-System die Koordinaten zu, 2 besitzen, 
ebenso mögen die Richtungskosinus einer Geraden im =, у, 2-System 
mit &,, б, Du bezeichnet werden, wenn sie im Ё, a, &-System mit 
Go: Ba, Ya bezeichnet sind. Es bestehen dann die Beziehungen: 


z=0+05+1nH+ 4,6, usw, 
Gu == бу + lebo + Yo, USW. 
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I. In dem Falle, in welchem das &,n,&-System aus der Kurven- 
tangente und zwei Normalen der Kurve bestand, hatten wir: 


„= 0, 1, =l cosg + А віпф, 4, = 4 совф —Ising, 


dp 1 sing cos Ф 
тав rn a a E 
m da = 0, 0 = 0. 


Für die Tangente der Kurve ist: 


ё = 0, ® = 0, = 0; а = 1, В, = 0, » = 0, 
folglich: 
d 1: 
Zum = 1, Хор, = Sa we Хр. 


Die Tangente ist daher еіп Translationsstrahl bei allen 
unseren Schraubenbewegungen. 

Die von den Translationsstrahlen der Punkte der Tangente be- 
strichene Ebene hat die Gleichung: 


y sinp + С сов = 0. 
Da: 
n=Z(&—a)(leosp+4sinp), 
{= S(x — 2) (— l sing + А coso), 
so wird: 
1] sing + $ совф = Z (x — т). 


Die in Rede stehende Ebene fällt also bei allen Schrauben- 
bewegungen mit der Schmiegungsebene der Kurve zusammen. 
Für die Konjugierte der Tangente erhalten wir: 


[] t V 1 
а = 0, В =sing, yo = Соз, 


folglich: А 
Da: Ki = 4, Bo = и, Уо Ze 
Eoo =0, о == 0, боо = 0, 
во folgt: 
CH = 0, тоо = о Cop, {„==—овшф 
und: 


Zo == Lol, 


Die Konjugierte der Tangente fällt daher bei allen Schrauben- 
bewegungen mit der Krümmungsachse zusammen. 
Die Krümmungsachse besitzt im x, у, 2-System die Gleichungen: 


2=2 4 01 + АА, usw, 


wo h den veränderlichen Parameter bezeichnet. Im Fo &-System 
besitzt sie die Gleichungen: 
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E=&(eol+hi)e, 
1 = Х (01 + ћА) (1 совф + А вір д), 
E= Ziel + А4) (— 1зїп р + А соѕд), 


somit: А 
5 = 0, то = о сов, f = — озше, 
ао = 0, В, = зш 9, Yo = CO8 Q, 
аф Sp 3: 
Zen = 67 – 5), Хор e 
also: 


Хот, Хор, — Хр = 0. 


Die Krümmungsachse ist daher bei allen Schrauben- 
bewegungen ein Translationsstrahl. 

Die Gleichung der von den Translationsstrahlen der Punkte der 
Krümmungsachse bestriehenen Ebene ist ё == 0, sie fällt daher mit 
der Normalebene der Kurve zusammen. 

Die rektifizierende Kante hat im 2, y,2-System die Gleichungen: 


somit: 


== 


m =], л,=—=0, л, = 0, Zop, = 


Die rektifizierende Kante ist daher bei keiner Schraubenbewegung 
ein Komplexstrahl. 
Die Gleichung: 
dp 
ds 


сега: 


Хор, Хал, — Хр = — 
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zeigt, daß die rektifizierende Kante auch bei keiner Schrauben- 
bewegung ein Translationsstrahl ist; denn für Ф = const. wird die 
rektifizierende Kante der Schraubungsachse parallel, und die Parallelen 
zur Schraubungsachse haben wir nicht zu den Translationsstrahlen 
gerechnet. 

Um die Konjugierte der rektifizierenden Kante bei einer Schrauben- 
bewegung zu bestimmen, bemerken wir zunächst, daß: 


Eao = Тю = Eoo = 0. 
Man erhält ferner: 


оо = 0, бу = віш ф, у, = cos g. 
Da: 


so ergibt sich: 


1 GI 
ке 
о? \ds 
w? SS (Iwp) ГҮ, 1 1 
a Ур К 
und weiter: 
о cos p - sin p 
Eo = 0, 00 dp’ bag = — EC 
"ағ ds 


also im 2, y, 2-System: 


Die Konjugierten der rektifizierenden Kante sind daher der 
Binormale parallel und liegen in der Normalebene. 

Zu jeder unserer Schraubenbewegungen gehört ein linearer 
er Die en eines solchen ist: 


d 
% += = (%&— Yo Eo) + SE (Bodo — ge o) + E T 3) (Yono — Bo £o) = 0. 


Hierin Е de dë den einzelnen Schraubenbewegungen veränder- 
liche Zahl @ ar die Rolle eines linear auftretenden Parameters. 


Man kann Jee mit Plücker die vorstehende Gleichung als die 
einer linearen Schar von Komplexen auffassen. 

Die allen diesen Komplexen gemeinsamen Geraden fallen zu- 
sammen mit den Geraden, welche den beiden, durch die Gleichungen: 


(1) æ + s (006 — Yo £o) + Ze AE — 41) = 0, 
Yolo — Boo Set? 


dargestellten Komplexen zugleich angehören. 
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Für den ersten dieser Komplexe ist in den Bezeichnungen des 
$ 33 S. 339: 


4=1 В=0, C=0, D=0, Е – "29, Жш ас 


Der Komplex ist also ein spezieller. Seine Achse wird bestimmt 
durch die Gleichungen: 


re= 0, r,=sing, T; = сов Ф, 
é% = 0, т = сов, brong, 
oder im x, u, 2-System: 
„== 4, fy = џ, f: = V, 
т==®-+{01, у=у-+от, 2, = 2 + оп. 
Die Achse fällt also mit der Krümmungsachse zusammen. 

Der zweite Komplex ist ebenfalls ein spezieller und seine Achse 
wird von der Tangente der Kurve gebildet. 

Die allen Komplexen der linearen Schar gemeinsamen 
Geraden schneiden sowohl die Tangente wie die Krümmungs- 
achse. Sie bilden also eine doppelt unendliche Schar von Geraden. 
Eine solche nennt man nach Plücker eine Linienkongruenz, 
nach E. E. Kummer ein Strahlensystem. 

Im besonderen gehören die durch den betrachteten Kurvenpunkt 
gehenden Normalen der Kurve allen Komplexen der Schar an. 

Der Satz, daß das betrachtete Strahlensystem aus den Schnitt- 
geraden der Tangente und der Krümmungsachse besteht, kann auch 
folgendermaßen bewiesen werden. Eine Gerade, deren Bestimmungs- 
stücke der Gleichung: 

Yono — Baba = 0 


genügen, ist entweder der -Achse parallel (у, = В, = 0) oder sie 
schneidet die E- Achse, d. h. die Tangente. Die erste der Glei- 
chungen (1) ergibt für y, = В, = 0: 


о + é sin ф — 1, совф = 0, 


oder im z, 0, 2-System: 
2®(@— ж) — о = 0. 


Der Punkt (&,, то, &) muß sich also in einer Ebene befinden, 
die die Krümmungsachse enthält und zur rektifizierenden Ebene 
parallel ist. Die in dieser Ebene befindlichen Parallelen zur Tangente 
gehören dem Strahlensystem an. — Wenn die Gerade die Tangente 
schneidet, können wir = б, = 0 nehmen. Jetzt ergibt die erste 
der Gleichungen (1): 

o + Bon C > 


віп ф BE, 
= ў 


20 Éo 
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Die Gerade muß also епоса zu einer Richtung sein, deren 
Richtungskosinus zu 1, &, 2и, 


З та. Ф proportional sind; sie liegt 
somit in einer Ebene, deren фей 


EE EE 
ist. Bei veränderlichem Ё, stellt diese Gleichung ein Ebenenbüschel 
dar, dessen Achse mit der Krümmungsachse zusammenfällt. Daher 
muß jede nicht zur Tangente parallele Gerade des Strahlensystems 
sowohl die Tangente wie die Krümmungsachse schneiden. 
П. In dem Falle, in welchem das Ё, 1, &-System aus der Haupt- 


normale und zwei in der rektifizierenden Ebene liegenden Kanten 
gebildet war, hatten wir: 


čs = 0 совф + А sing, 1. = 1, 4, = А созф — «sing, 


nr, = – 49, p =F + =”, 
d = 6089, el 03 = — sing. 
2р, = 2p m =— 1. 
Für die Tangente ergibt sich: 
о, = 0039, Ba =0, Ya = — sing, 
Šo = 0, nwo = О, Eoo = 0, 
Zum = 1, Хор zs Е = Apt 


Die Tangente ist somit ein Translationsstrahl bei allen 
Schraubenbewegungen. 


Die bei einer Schraubenbewegung von den Translationsstrahlen 
der Punkte der Tangente bestrichene Ebene hat die Gleichung: 


Esing + £ cosp — 0970 = 0. 


Der Gesamtheit unserer Schraubenbewegungen entspricht daher ein 
Ebenenbüschel. 


Für die Konjugierte der Tangente ergibt sich: 


sin sing dp cos ф 


Bo EE E 
die GN Vs + GI я + = 


Së 1 ай 

т Ze np = Ze “98% Ф 

=00 1 dgy” "оо 1 den? tc? dax? 
tm) tl) е (45) 
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Die Gleichungen der Konjugierten im x, у, #-System sind: 


1 { d 1 _491 
кыт оти. ee АЕ. ve. 
ul Au "vin" 


Bei jeder Schraubenbewegung liegt daher die Konjugierte 
der Tangente in der Normalebene der Kurve. 
Für die rektifizierende Kante ist: 


Д0 
Ga = Е. «инуя 
1 1 
| гл 
somit: 
рет. чы; sing , cos o 
т о = 0 PEN о 

w = === В = 0, у = = 


Ve 


Außerdem haben wir: 


Ver 


bz = 0, bs 
Es folgt: 


Хот, = 


ы айу СЫР 
RES 
Vati 
Die rektifizierende Kante ist daher ein Translationsstrahl 
bei allen Schraubenbewegungen. 
Die Gleichung der von den Translationsstrahlen der Punkte der 
rektifizierenden Kante bestrichenen Ebene ist: 


= 0. 


Diese Ebene fällt daher bei allen Schraubenbewegungen 
mit der rektifizierenden Ebene zusammen. 

Um die Konjugierte der rektifizierenden Kante bei einer Schrauben- 
bewegung zu bestimmen, ist zunächst der Punkt kürzesten Abstandes 
der rektifizierenden Kante von der Schraubungsachse zu bestimmen. 
Man erhält: 


so daß: 


1 (= _ сов 2) 1 (= cos 2) 
о о 7 о т о 
Eo = TE 3 ‚ По = 0, бо = ИТЕ d t 


ds \ "т? 
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Damit folgt: в! Em eg 


1 сов 
Ba л 190—0, 690—0" 
ds ds 
Im x, у, 2-System hat die die Gleichungen: 


2 = 2 + а= +hl, usw. 
ds 
Die Konjugierten der rektifizierenden Kante bei den ein- 
zelnen Schraubenbewegungen sind daher der Hauptnormale 
parallel und liegen in der Normalebene. 
Die Krümmungsachse besitzt im x, у, 2-System die Gleichungen: 
<=xc+tol+hl, usw. 
Dies liefert im É, a &-System: 
g = h sing, у= о, =h cosg, 
d.h. 
6 = 0, % = 0, fo = 0, 
бо = віш ф, Во = 0, уо = cos д. 
Wir erhalten: 
л, =— | sing, л,=0, m= — £ cosg, 


Хат =-— $» Zop = = 
Die Krümmungsachse ist daher еіп Translationsstrahl bei 
allen Schraubenbewegungen. 

Die von den Translationsstrahlen der Punkte der Krümmungs- 
achse bei einer Schraubenbewegung bestrichene Ebene besitzt die 


Gleichung: ing 
t+- – 226 
Die den geg, EE entsprechenden Ebenen 


bilden somit einen Eibenenbüschel. 
Da i,=0, haben wir: 


сов ЕА 


to = 0, Чо == 0, Ёо = 0. 
Es ergibt sich: Е АЕ, 


dọ 
Br. cos p Я 725 ; — sing 
"у= SE CES? Bi BE ER Туе БЕШ УЙЧИ E 
Fail Ver) ` мра 
ori? An 
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Die Konjugierte der Krümmungsachse hat im x, у, #-System die 
Gleichungen: 


oe D 
= ds 
KEE «+(e SS ) 
sf 2 dp 
ihr) жерт) 
Ip 
+.571 
Са, USW, 


Die denverschiedenen Schraubenbewegungen entsprechenden 
Konjugierten der Krümmungsachse bestreichen daher die 
Schmiegungsebene der Kurve, 

Die durch unsere Schraubenbewegungen bestimmten linearen 
Komplexe werden durch die Gleichung: 


co 
% сов p — yo Sin p + (= - - 2) Dia ie — Bo Eo) 


d 
+ (®* 4 Mr, a) mb- пк) —0 


festgelegt. Hier kommt in der Schar der den verschiedenen Werten 
von ‚з entsprechenden Komplexen nur ein spezieller, nämlich der 


durch die Bedingung: 


Čaba — Уобо = О 
bestimmte, vor. Wir haben es mit dem von Plücker а.а. О. S. 78 
behandelten Falle zu tun. Um die allen Komplexen gemeinsamen 
Geraden zu finden, bemerken wir zunächst, daß eine Gerade, deren 
Bestimmungsstücke der letzten Gleichung genügen, entweder der 
Hauptnormale parallel ist (о, = yọ= 0), oder sie schneidet. Ist sie 
der Hauptnormale parallel, so müssen, damit sie dem betrachteten 
Strahlensystem angehöre, ihre Bestimmungsstücke noch der Gleichung: 
віп ф __ coso) _ coso | sing = 
erg ) d SC ) М 


e r 


oder im x, y, 2-System: 
fz D 
Aë, ai) =0 


genügen. Diese Gleichung stellt die Ebene dar, welche die Haupt- 
normale und die rektifizierende Kante enthält; folglich schneiden 
die dem Strahlensystem angehörenden Parallelen zur Hauptnormale 
die rektifizierende Kante. — Wenn die Gerade die Hauptnormale trifft, 
können wir ë = 6, = 0 nehmen. Dann muß noch die Bedingung: 


«(сое — (®°® + 22) p) — po (sing — (#= — в), у = 0 
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befriedigt werden, d.h. die Gerade muß in der Ebene liegen, deren 
Gleichung: 


ЗС (1 _ %) EE Za — & (sing (1— =) + SC %) = 0 


ist, oder im x, y, 2-System: 


202—2) («(1— 9) – 29) 0. 


Sie stellt bei veränderlichem yọ einen Ebenenbüschel dar, dessen Achse 
die Hauptnormale ist. Jedem Punkte der Hauptnormale ist eine 
Ebene des Büschels zugeordnet. Von allen durch einen Punkt der 
Hauptnormale gehenden Geraden gehören nur diejenigen dem 
Strahlensystem an, die in der dem Punkte zugeordneten Ebene liegen. 

Dem Kurvenpunkte selbst ist die Normalebene zugeordnet, so 
daß alle durch den Kurvenpunkt gehenden Normalen der Kurve dem 
Strahlensystem angehören. 

Dem Mittelpunkte der ersten Krümmung ist die Schmiegungs- 
ebene zugeordnet, 

Dem Punkte kürzesten Abstandes der Hauptnormale von der 
unendlich benachbarten Hauptnormale ($ 10 8.224) ist die Ebene 
zugeordnet, welche die Hauptnormale enthält und zur rektifizierenden 
Kante senkrecht liegt. 

Ш. In dem Falle, in dem das £, », &-System aus der Binormale 
und zweien in der Schmiegungsebene liegenden Kanten besteht, be- 
nutzten wir die Bestimmungen: 


о. = с совф + 1 віш ф, 1, = 1 совф — авіш ф, А, = 4 


und fanden: 


соз p sing 1 аф 
аа ААА rt, Я 7 
Ф = 0089, Q=- вір Фф, Фф = 
Für die Tangente haben wir: 
8—0, »=0, &=0; о = cosp, В = – sinp, у = 0, 


1 
Хорт, = 1, Zup = 7 = 2р0. 


Die Tangente ist daher ein Translationsstrahl bei allen 
Schraubenbewegungen. Die von den Translationsstrahlen 
der Punkte der Tangente bestrichene Ebene ist bei allen 
Schraubenbewegungen die Schmiegungsebene. 

Die Konjugierten der Tangente bei den einzelnen 
Schraubenbewegungen sind parallel der Binormale und 
bestreichen die Normalebene; man erhält nämlich: 

v. Lilienthal, Differentialgeometrie, I, 23 
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sin p cos p 
So = dp’ 0 2 EN бо = 0 
ie SA 


Die rektifizierende Kante teilt mit der Tangente die 
letztere Eigenschaft; denn hier ist: 


` ‚ А віп ф cos o E 
оо =0, Во = 0, p = 15 = аф’ oo = ig foo = 0, 


ds ds 
während: 
ь=0, ъ=0, b=0; 
EE o sin o у! 1 
у STAR (Gr bo + EN Yo 172 ноу 
Da Мет: Р 
саг 


оул; ` Хор, — Хр = — RE СУТ 

CE) 
so ist die rektifizierende Kante bei keiner Schraubenbewegung ein 
Translationsstrahl. Für ф = const. liegt sie parallel der Schraubungs- 


achse. 
Hinsichtlich der Krümmungsachse ergibt sich: 


gz Bn 0, = 15 
Ёо = Ёр = 0 sinp, Un = No = о сов Фф, Éo = boo = 0, 
dp dp , о 
T = — Ae ? 60809, Ty = т D MP, л = — 
о 1 , аф 
Zum = — т» Дор = + дз? 


а 
Жолу. Хор, — Хр = — Z Ti 
die Krümmungsachse ist daher nur bei ф = const. ein Translationsstrahl. 
Für die Konjugierten der Krümmungsachse bei den einzelnen 
Schraubenbewegungen folgt: 


совф вїп ф 1 ds 


gi єй CES И Ba Lan Ee Ch 7 тш ж КЕ к 
kr Ver). Vë 


oder im я, у, 2-System: 
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Ferner hat man: 

Ёо = 0, noo = 0, боо = 0 
oder im z, y, 2-System: 

Лоо == 2, USW. 

Die Konjugierten der Krümmungsachse bilden also einen 
Büschel, dessen Ebene mit der rektifizierenden Ebene zu- 
sammenfällt, während der gemeinsame Schnittpunkt seiner 
Geraden mit dem Kurvenpunkt (z, у, г) zusammenfällt. 


Die bei den einzelnen Schraubenbewegungen auftretenden linearen 
Komplexe werden durch die Gleichung: 


со cos p — В sin p — = 2 (yano — Bobo) + = F (006 — Yoo) 
1 d 
чу E + 2) (Bo Éo — вт) = 0 


bestimmt. Die allen diesen Komplexen gemeinsamen Geraden werden 
durch die Bedingungen: 


а cos — Ê, sin p — Sch (Yono — Вб) + P (0 — Yobo) = 0, 
Bobo — аот = 0 


festgelegt. Eine Gerade, deren Bestimmungsstücke der letzten Be- 
dingung genügen, ist entweder parallel der Binormale (о, = ß,=0), 
oder sie schneidet die Binormale. Im Falle des Parallelismus geht 
die vorletzte Bedingung in: 


Ya соз ф + ë sin p = 0 


oder im x, у, 2-System: 
5(2,—2)1= 0 


über, d. h. dem betrachteten Strahlensystem gehören die- 
jenigen Parallelen zur Binormale an, die in der rektifi- 
zierenden Ebene liegen. 

Im Falle des Schneidens können wir E = 1 = О setzen, und 
damit erhält die erste Bedingung die Form: 


А (сов Ф + SE &) — В, ET еы 9 0: 


т 


Die Gerade muß daher in einer Ebene liegen, deren Gleichung im 
É, n, E-System: 


8 (cosp + >22) (эзш р — Eg) = 0, 


im 2, у, 2- бувїеш: 


®(@—)(а+&)—0 
Da 
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ist. Jedem Punkte der Binormale ist hierdurch eine die Binormale 
enthaltende Ebene zugeordnet. Dem Kurvenpunkte entspricht dabei 
die Normalebene der Kurve. 


8 36. Translations- und Binormalstrahlen der Punkte 
einer Ebene. Anwendungen. 


Wir fassen die Translationsstrahlen der Punkte einer 
Ebene ins Auge. Sind az, а,, а;; bg, by, bt; cz, gu cs die Richtungs- 
kosinus von drei zueinander senkrechten Richtungen, so stellen die 
Gleichungen: 


= ġo + tag + tbs, N = no + tay + Tb E=$, + ta; + eb; 


die Koordinaten der Punkte einer Ebene dar, wenn ¿ und т als ver- 
änderlich angesehen werden. Wir fragen, ob es in der Ebene einen 
Punkt gibt, dessen Translationsstrahl senkrecht zur Ebene liegt. 
Zutreffendenfalls müssen sich die drei Größen: 


dı +05 — Psn, 9 HPE — 0.6, 9 FP — 15 


verhalten wie c: zu с, zu с. Maultiplizieren wir also die drei Größen 
der Reihe nach mit ағ, а,, dr, dann mit Ae, b), b; und addieren jedes- 
mal, so müssen beide Summen verschwinden. Wir nehmen die 
Determinante 


| а а, a | 
| b: bu b: 
| GE со е 


gleich Eins und erhalten: 
Z (q + Pafo Риз) — T Zp, ce = 0, 
Х (9, 1 ръб = Pano) bs + Ерс = 0. 


Wenn also Хр, се von Null verschieden ist, d.h. wenn die 
angenommene Ebene die Schraubungsachse schneidet, gibt 
es in ihr einen einzigen Punkt, dessen Translationsstrahl 
senkrecht zur Ebene liegt. Wir nennen ihn den Nullpunkt 
der Ebene und wollen unter SJ, ad, & die Koordinaten des Null- 
punktes verstehen, so daß: 


(ду + P EN — Date lëtze 0, Zë +p © — PM Jbg == 0. 


Die gegebene Ebene ist die Normalebene der durch 
ihren Nullpunkt gehenden Schraubenlinie in diesem Punkt. 
Hiernach ist es zweckmäßig, an die Stelle der Zahlen a;, a,, a; 
die Richtungskosinus (ак, а',, a’) der Hauptnormale der durch den 
Nullpunkt der Ebene gehenden Schraubenlinie, an Stelle der Zahlen 
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bt, ba, b; die Richtungskosinus (b'g, b’,, AN) der Binormale dieser 
Schraubenlinie zu setzen. 
Wir nehmen abkürzend: 


tr — Bai = Ф + DÉI — DÉI = Ze Ф + Pin — Mio = Ха 
und erhalten: 


a'g eT Po Хз — Ps Хз d Hr = Pı Zen Жа Zp, di 5 l ERN: AA 
Vw’ En’ – (Хр, а,)* УХ, Vw En’ — (р, 4)? Vn’ 


Der kürzeste Abstand des Nullpunktes von der Schraubungsachse 
ist gleich dem kürzesten Abstand des Translationsstrahls des Null- 
punktes von der Schraubungsachse Nach § 32 8.333 erhalten wir, 
da hier dr an die Stelle von o у, an die Stelle von лу, usw. tritt: 


we” 


W= Vw En? — (29,4) 
so daß la die absolute Maßzahl des kürzesten Abstandes ist. 


Wir fragen nun nach denjenigen Punkten unserer Ebene, 
deren Translationsstrahlen in der Ebene liegen. Ein der- 
artiger Punkt besitze die Koordinaten: 


E = ES а + Tobi usw. 
Als Bedingung für t, und т, ergibt sich: 


Zul + léo + hat + rd — Belge + а, + SR, = 0. 
Man hat: 


раа: — Pa a'y = wd Ek Sr GE к 


somit erhält unsere Bedingung die Gestalt: 
Хү? — W = 0. 


Dies zeigt, daß die Punkte, deren Translationsstrahlen sich 
in der Ebene befinden, auf einer Parallelen (L) zur Bi- 
normale der durch den Nullpunkt der Ebene gehenden 
Schraubenlinie liegen. 
Die Richtungskosinus eines solchen Translationsstrahls sind pro- 
portional den Zaren: > „У 
FE Ap 
Sa 0: — т атуу USW.; ` „ren 


© 
IA. 
A, 
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wir können also die Gleichungen des Strahles im £, y, -System in 
der Form: 

E = E 4 Zei: Е а +70 02:0 — Wagt), usw. 
nehmen. Im Koordinatensystem der Haupt- und Binormale der 


durch den Nullpunkt der Ebene gehenden Schraubenlinie sind die 
Gleichungen des Strahles die folgenden: 


t= Zy. Ат, тет + hEy?; 


die Schar der in der Ebene liegenden Translationsstrahlen 
umhüllt somit eine Parabel, deren Gleichung: 
з 42n’ Zy? 
“= ai 
ist. Der Brennpunkt der Parabel fällt mit dem Nullpunkt 
der Ebene, ihre Scheiteltangente mit der Geraden (L) zu- 
sammen. 
Ähnliche Betrachtungen wie die vorigen lassen sich über die 
Binormalstrahlen der Punkte einer Ebene anstellen. Die Richtungs- 
kosinus eines solchen Strahles sind nach $ 31 9. 332 den Zahlen: 


рю Э(@, + pet — pi)? — (4 + PE — рт) р, usw. 


proportional. Für: 
E= Е + ta's + br, usw. 


wird: 
А 2; Zp, 4, — w Zp, 9; ! 
4 + PÉ — в] = р Ё т Ae 
1 2 3 1 W Ухт, ? 
dee b' Ур, а —– сЕ W = 
VEn’ ҮЗҮ, 


woraus folgt: 
Х( + Pb — рт)? = Хд? + wt? 20 + a т. 


Soll der Binormalstrahl eines Punktes der Ebene zu ihr senk- 
recht sein, so müssen die Bedingungen bestehen: 
Zap 2(@, + PE — pn)? — (9. + %& — Б) Zp) = 0, 
b'i р 2(д, + p26 — pan)? — (а, + pE — рт) Epig} = 0. 


Da: 
E K Хр; а у 


а ЕЕЕ УЕ е (Е) EA 
онн: Үз МАШ | 


so erhalten die Bedingungen die Gestalt: 
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т == (), 
>} 2 
ww 2847 A жуз — 0. 


Die beiden Wurzeln der letzten Gleichung sind: 


m’, wW 


ner 


Um die Lage des zu dem Werte ż gehörenden Punktes der 
Ebene zu bestimmen, ersetzen wir in den Gleichungen: 
E = Ẹ' + ta's + rbi, usw. 
die Zahl # durch %, die Zahl т durch die Null. Dann folgt: 
#2 d db Р» Хз ё Ха 


Ру Р, 9з — Рз 93 +2, Хр, Ё, 
== FE 


= + кени, usw. 

Die zweite Wurzel 2, entspricht daher dem Sehnittpunkte der Ebene 
mit der Schraubungsachse. Da diesem Punkte überhaupt kein be- 
stimmter Binormalstrahl zugehört, brauchen wir nur die Wurzel i, 
zu berücksichtigen und sehen, daß der Scheitelpunkt der vorhin 
betrachteten Parabel der einzige Punkt der Ebene ist, 
dessen Binormalstrahl auf der Ebene senkrecht steht. 

Soll der Binormalstrahl eines Punktes der Ebene in der Ebene 
liegen, so muß die Bedingung: 


2m 204, + pb — psn)? — (a + Pb — р) Ер) = 0 
erfüllt sein, oder: 


юз + ERA o um — 0. 
1 


Die fraglichen Punkte liegen also auf einer Ellipse, 
die durch den Nullpunkt der Ebene hindurchgeht, und deren 
Mittelpunkt mit dem Mittelpunkte des senkrechten Ab- 
standes des Nullpunktes der Ebene von der Schraubungs- 
achse zusammenfällt. 


Die Richtungskosinus eines in der Ebene liegenden Binormal- 
strahls sind den Zahlen: 


„na 
Vë? 


proportional, wenn ¢ und т der letzten Gleichung genügen. 


a: LO — tw) y Ep b'i, usw. 
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Die Gleichungen eines solchen Strahles sind daher: 

E = Ё + ta's + rd: +hlr(Epa) a: + (И — iw Ey? b, usw. 
Da sich für: 

Kern 

т(2р; 4)? 

sowohl Ё = ёё als т=з und = Ё, ergibt, gehen alle in der 
Ebene liegenden Binormalstrahlen durch den Nullpunkt 
der Ebene hindurch, oder mit anderen Worten, die in einer 
nicht zur Schraubungsachse parallelen Ebene liegenden 
Komplexgeraden bilden einen Büschel, dessen Mittelpunkt 
der Nullpunkt der Ebene ist. 

Wir zeigen endlich, daß der Ort der Nullpunkte aller 
durch eine nicht zur Schraubungsachse parallele Gerade 
gehender Ebenen die Konjugierte der Geraden ist. Die 
Gerade denken wir uns durch ihre Richtungskosinus oa, Bn, у, und 
durch die Koordinaten Ba: No» oo ihres Punktes kürzesten Abstandes 
von der Schraubungsachse bestimmt. Mit о, В,, у, bezeichnen wir 
die Richtungskosinus der von dem Punkt (Ban: Zen: б) auf die 
Schraubungsachse ре еп Senkrechten, mit o, 8, уз die Richtungs- 
kosinus der zu den Richtungen (о, Ba, Yo) und (о, Bi yı) senkrechten 
Richtung. Dabei sei: 


go Bo vo 
а A у,|=1. 
а Bz Ps 


Für eine durch die gegebene Gerade gelegte Ebene können wir: 
a zë bg = œ cos? + а, sin®, cg = — о, sind + d соѕ д, 
Eo = Bon No = Noos Eo = boo 


setzen. Die Gleichungen für die dem Nullpunkte der Ebene ent- 
sprechenden Werte von ¢ und т (S. 356) werden: 


EY, ta + t (sin # Хро — cos 9 Хр, о„) = 0, 
cos @ Do, e, + sin # Хр, а, — t (sin 9 Хра, — сов # Ep оь) = 0. 


Verschwindet Za, о, so verschwindet т für jeden Wert von #, 
d.h. die Nullpunkte der durch eine Komplexgerade gehenden 
Ebenen liegen auf der Geraden selbst. 

Nun веі Za, ау von Null verschieden. Wir bemerken zunächst, 
daß sowohl Za, o, wie Хр, о, verschwindet; denn das vom Nullpunkte 
der Geraden aus auf die Schraubungsachse gefällte Lot steht sowohl 
auf dem Translationsstrahl des Nullpunktes, wie auf der Schraubungs- 
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achse senkrecht. Für die &-Koordinate des Nullpunktes der zu 9 
gehörenden Ebene ergibt sich: 


ur LA 


E= Ba — 669-5 2 + (а, сов + o вш Ө) 20е 


«„. COS È 


Zei Жар, с, (— Жар, Ge лр, с, 
tee, eg % ур, Ka = =) 
Nun ist: 
_PaYo = Ps fo _ _ 0—9 Хар 
1 = жу 24 Ca GH е з? 
А yw — (Zœ p.) yw — (Zap) 
somit: 
Е = = ЕЗ (рь: Yo — Рз Po) 2%; Kei + tg 92 1 Хар, а Ga EP, SS 


wei (Eep)? w?— Leni 


oder in den früheren Bezeichnungen ($ 34 S. 342, 343): 
E= bn + a зщ. 


Vo Ean > 
Dies zeigt, daB in der Tat die Nullpunkte der Ebenen eines 
Büschels auf der Konjugierten der Achse des Büschels 
liegen. 

Wir machen von dem vorstehenden eine Anwendung auf folgenden 
Fall Es soll die Schraubenbewegung betrachtet werden, 
welche zu einer bestimmten Lage des Dreikants der 
Tangente, der Haupt- und Binormale gehört, so daß: 

1 1 
Жее? P = 0, Шве» 


Ф, = 1, go = 0, 98 = 0. 


Wir fassen zunächst die Tangentialebenen ins Auge. Für eine solche 
können wir: 


ак=1,‚ а, = 0, а; = 0, 
b=0, 6, = сов 9, b: = sin 9, 
ce=0, си = —– вш 9, с: = сов 9, 


Bn = о = = 0 
setzen. Dem Nullpunkte entspricht: 


о 
й == 0), Еа, 


somit: 
CH = 0, CN = 0; E == 0 {6 9. 


Die Nullpunkte der Tangentialebenen liegen also auf der 
Krümmungsachse und fallen mit den zu dem Kurvenpunkt 
(х, Y, 2) gehörenden Krümmungsmittelpunkten der senk- 
rechten Projektionen der Kurve auf die Tangentialebenen 
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zusammen. Hiermit ist auf anderem Wege wie im $ 35 8. 345 
gezeigt, daß die Krümmungsachse die Konjugierte der Tangente ist. 
Für die Schmiegungsebene ist 9 gleich Null, und: 
E 0, 1, = 0, ё, = 0. 
Ferner wird hier: 


п=0, %=0, t=- ү W=5 


el y=—], а! = 

бк = — ғ, 0, = 0, Ad = 0. 
Dabei ist ғ gleich + 1 oder gleich — 1, je nachdem r positiv oder 
negativ ausfällt. Die Gleichungen für die Gerade, deren Translations- 
strahlen in der Schmiegungsebene liegen, nehmen die Form an: 


E = — зт, 1 = 0, == 0. 


Die Gerade fällt also in Übereinstimmung mit дет $ 35 S. 345 ge- 
fundenen Ergebnis mit der Tangente zusammen. 

Um die von den Translationsstrahlen der Punkte der Tangente 
umhüllte Parabel zu finden, müssen wir die Zahlen 7 und т mit Hilfe 
der Bedingung: 

т? = — 40(#—о) 
aus den Gleichungen: 
ё=—т, 9=0-t 
eliminieren. Man erhält: 
E = 401. 


Der Punkt der Schmiegungsebene, dessen Binormalstrahl senk- 
recht zu ihr liegt, ist offenbar der Kurvenpunkt selbst. 

Der Ort der Punkte der Schmiegungsebene, deren Binormal- 
strahlen in ihr liegen, ist die durch die Gleichung: 


2 
STEE TEE 
bestimmte Ellipse. 

Der Nullpunkt der Normalebene ist der Kurvenpunkt selbst. 
Der Ort der Punkte der Normalebene, deren Translationsstrahlen in 
ihr liegen, fällt mit der Krümmungsachse zusammen (vgl. § 35 5. 346). 
Diese Translationsstrahlen umhüllen die durch die Gleichung: 


= — 40(7— 0) 
bestimmte Parabel. Der Punkt der Normalebene, dessen Binormal- 
strahl senkrecht zu ihr liegt, ist der Mittelpunkt der ersten Krümmung 


der Kurve. Der Ort der Punkte der Normalebene, deren Binormal- 
strahlen in ihr liegen, ist die durch die Gleichung: 


ЕЕЕ 


festgelegte Ellipse. 
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Die rektifizierende Ebene ist der Schraubungsachse parallel und 
besitzt somit keinen im Endliehen gelegenen Nulipunkt. 


Hiermit beschließen wir die Theorie der Translations- und 
Binormalstrahlen der Punkte einer Ebene. Es leuchtet ein, daß 
sich die Anwendungen dieser Theorie erheblich vermehren lassen, 
wenn man entweder die durch die Tangente, Hauptnormale oder 
Binormale gelegten Ebenenbüschel betrachtet, oder die anderen 
Schraubenbewegungen zugrunde legt, von denen früher, im $ 29, 
die Rede war. 

Wir weisen noch auf die Aufgabe hin, die Schraubenbewegungen 
zu untersuchen, die sich einem außergewöhnlichen Kurvenpunkt zu- 
ordnen lassen. Hier tritt insofern eine Schwierigkeit auf, als sich 
in den Fällen, wo die Schraubungsachse im Unendlichen liegt, oder 
der Schraubungsparameter unendlich ist, von einer Schraubenbewegung 
nicht mehr reden läßt. Diese Frage gewinnt aber eine Bedeutung, 
wenn man die von irgendeiner Schraubungsachse längs der Kurve 
beschriebene geradlinige Fläche betrachtet. Die Gestalt einer solchen 
Fläche hängt wesentlich von dem Verhalten der Schraubungsachse 
bei der Annäherung an einen außergewöhnlichen Kurvenpunkt ab. 
Ob diese Fragestellung zu bemerkenswerten Ergebnissen führt, ist 
noch unsicher. 


Zusätze und Verbesserungen. 


S. 5 Z. 20 v. о. hinter Wendetangente lies: ihren Berührungspunkt einen 
Wendepunkt. 
S. 216. Die Figur 26 ist so zu ändern, daß sich der rechte Winkel an 
der Ecke C befindet. 
5. 276. An den Schluß des $ 19 gehört folgender Zusatz: 
3. Parallelkurven. Unterden einerKurve parallelen Kurven versteht 
man die orthogonalen Trajektorien ihrer Normalebenen. Die Gleichungen 
einer beliebigen Trajektorie dieser Ebenen lassen sich in der Form: 


ж == д|(5) + h(s) ((созф (5) -- 1зїп (в), usw. 
darstellen. Man erhält: 


de — «(1 - ve) (о D — 4) леве) 


1 
+ E — E — 9) usw. 


Wenn die Tangente der Trajektorie parallel der Kurventangente sein 
soll, müssen hier die Koeffizienten von 1 und A verschwinden, d. h.: 


h = const. und фр SE + фо, 


wo 9, eine willkürliche Konstante bedeutet. Die beiden Bedingungen: 

h = const. und G 
zeigen, daß man die sämtlichen Parallelkurven erhält, indem 
man auf den Erzeugenden der abwickelbaren Normalenflächen 
(810 S. 227) von der Kurve aus nach derselben Seite hin gleiche 
Stücke abträgt. 

Der geometrisch offenbare Satz, daß die Parallelkurven einer Kurve 
mit den Planevolventen des Ortes der Mittelpunkte ihrer Schmiegungs- 
kugeln, also der Pollinie, zusammenfallen, läßt sich mit Hilfe der Glei- 
chungen für eine Planevolvente ($ 19 б. 276) folgendermaßen beweisen. 

Die Koordinaten des Mittelpunktes der zu s gehörenden Schmiegungs- 
kugel sind ($ 6 S. 210): 


d 
аз = 9,(s) + lọ — dea usw. 
Für 


ergibt sich: 
—2 = — Al, usw. 

Die Richtungskosinus der Tangente der Pollinie bezeichnen wir mit «,, By Yı, 
die Richtungskosinus ihrer Hauptnormale oder Binormale mit l, m ж, oder 
is Шу %4, ihre Bogenlänge mit б. Bestimmen wir die letztere mit Hilfe 
der Gleichung: do 
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so nimmt sie mit wachsendem s zu oder ab, je nachdem A negativ oder 
positiv ist. Man hat dann: 
оу == А 

kg ER 

do rA 
Wir verstehen unter ғ die positive oder negative Einheit, je nachdem rA 
positiv oder negativ ist, unter 1 die erste Krümmung der Pollinie. Dann 
folgt: 1 в 
Ze E ETA L=—el, А = ға. 
Für erhält man die Gleichung: 


= | fe 

0 r 

{ è ds ds 

sin = — esin [—› с08 9 = cos | — 
£ P 


Zunächst sind die Integrale: 


finvas, fossas 


zu berechnen. Man hat, wenn T gleich т genommen wird: 


so daß: 


EEN 
Aber: de 
= + x ras), 


d eost 
sint = — r ——ı 


ds 
somit durch partielle Integration: 


e sinodo = — ọ cost + e GË sinr +a, 
wo a eine Integrationskonstante bedeutet, 

Auf demselben Wege ergibt sich: 

fossas = — ọsint — r Dë совт = %, 
wo b ebenfalls eine Integrationskonstante bedeutet. 

Wenden wir nun die Gleichungen für die Koordinaten der Plan- 
evolventen an, so ist g(s) durch z, s durch 6, œ durch A, 1 durch 
— èl, usw. zu ersetzen. Dann folgt: 

x = g,(s) + 1(асовт — bsint) + А(авїцт + bcosr), usw. 
Nehmen wir hierin: 


a=hcosp, b = hsin Go, 
so erhalten wir: 


x = g(s) + AU соѕ(т + фо) + Asin (т + el, usw. 


und diese Gleichungen fanden wir für die Koordinaten der Parallelkurven. 
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wego Warszawsklego 
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Normalebene einer Raumkurve 193, die 
Schar ihrer Normalebenen 209. | 
Normalenflächen bei einer Raumkurve 
227, abwickelbare Normalenfläche 228. | 
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Nullpunkt einer Geraden 335, einer 
Ebene 356. 


Oskulationsebene 193. 


Parallele Kurven in einer Ebene 41, 
155, 163, im Raum 364. 
Planevolventen bei einer Raumkurve 274. 


Rektifizierende Ebene 193. 

Rektifizierende Fläche 213, der Fall, 
in dem sie ein Zylinder ist, 214, 225, 
der Fall, in dem sie ein Kegel ist, 
215, 225. 

Rektifizierende Kante 213. 


Rückkehrkante einer abwickelbaren 
Fläche 208, einer geradlinigen 
Fläche 220. 


Schiebungsschar von Kurven in einer 
Ebene 109. 

Schmiegungsebene 190, 193. 

Schmiegungskugel 210. 

Schnabelspitze 5, 55. $ 

Schraubenbewegung 185, 309, 314, 321, 
344. 

Schraubenlinie, gewöhnliche, 185, Haupt- 
und Binormale derselben 194, erste 
und zweite Krümmung derselben 199. 

Schraubungsachse 185. 

Schraubungsparameter 185. 

Spirale, logarithmische 52, konische 
187, Haupt- und Binormale derselben 
195, erste und zweite Krümmung 
derselben 199, weitere Untersuchung 
derselben 239. 

Spitze bei einer ebenen Kurve 3, б, bei 
einer Raumkurve 243. 

Stauungslinie einer Kurvenschar in einer 
Ebene 96. 

Strahlensystem 348. 


| Striktionslinie einer Kurvenschar in einer 


Ebene 96, einer Kreisschar 98, 102, 
der Kriimmungskreise einer Kurve 99, 
einer Schar konfokaler Ellipsen und 
Hyperbeln 100, einer durch eine Dif- 
ferentialeleichung gegebenen Kurven- 
schar 102, einergeradlinigen Fläche 220. 
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Tangente einer ebenen Kurve 1, 3, 64, | 


gewöhnliche Tangente, Wendetan- 
gente 5, zyklische Abbildung 7, einer 
Raumkurve in einem gewöhnlichen 
Punkt 183, sphärische Abbildung 196, 
199. in einem außergewöhnlichen 
Punkt 243. 

Tangentenfläche einer Raumkurve 224, 
Abwicklung derselben auf eine Schmie- 
gungsebene der Kurve 230, ausge- 
zeichnete ebene Schnitte derselben 257. 

Tangentialebenen bei einer Raumkurve 
202, 212. 

Transformation rechtwinkliger Koordi- 
naten 295, 299, 304. 


GABINET NATE, 


Sachregister. 


Translationsstrahlen, Allgemeines 330, 
der Punkte einer Geraden 332, 336, 
der Punkte einer Ebene 356. 


Wendekante einer abwickelbaren Fläche 
208, 

Wendepunkt 364. 

Wendetangente 5, 58. 

Windschiefe Flächen 221. 

Winkeltreue Abbildung einer Ebene auf 
eine zweite 165. 


Zyklische Abbildung der 
einer ebenen Kurve 7. 
Zylindroid 316, 319, 321, 324, 328, 329. 


Tangenten 


ГҮСҮМҮ 
Towarzystwa Weg Ges 


Druck von В, G. Teubner in Dresden, 


Verlag уоп В. С. Teubner in Leipzig und Berlin. 


Von В. v. 


Grundlage einer Krümmungslehre der Kurvenscharen. шеке, 


Professor an der Universität Münster i, W. [VII u.114 8.] gr. 8. 1896. geb. п, „& 5.— 


Der Verfasser beabsichtigt eine einheitliche Darstellung von der Krümmungslehre doppelt 
unendlicher Kurvenscharen zu liefern, die sich als eine Theorie der allgemeinsten gekrümmten oder 
rechtwinkligen Koordinatenlinien auffassen läßt. Der erste Teil der Schrift beschäftigt sich zunächst 
mit den ebenen, einfach unendlichen Kurvenscharen und gibt sodann die Verallgemeinerung der ge- 
wonnenen Ergebnisse für die einfach unendlichen Kurvenscharen im Raum. 

Der zweite Teil setzt eine doppelt unendliche Kurvenschar als durch endliche Gleichungen 
gegeben voraus und erforscht ihre Krümmungsverhältnisse mit Hilfe der orthogonalen Trajektorien 
der Schar, 

Der dritte Teil nimmt eine Kurvenschar als durch Differentialgleichungen gegeben an und 
legt die hier geltende Berechnungsart der früher eingeführten invariablen Operationen und geome- 
trischen Invarianten dar, 


Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krümmung in rein 
geometrischer Darstellung. Zur Einführung in das Studium der Kurventheorie, 


Von Dr, Wilhelm Schell, weil. Professor am Poly- 
technikum zu Karlsruhe Mit Holzschnitten, 2., erweiterte Aufl. [VIII u, 163 S.) gr. 8. 1898. 
већ, n, & 5.— 


Die nicht geringen Anforderungen, welche die Theorie der Kurven doppelter Krümmung an 
die geometrische Phantasie stellt, lassen eine Übersicht vom rein geometrischen Standpunkt als eine 
sehr zweckmäßige Einführung erscheinen. Es ist daher in dem vorliegenden kleinen Werke der 
Versuch gemacht, die Theorie der Kurven doppelter Krümmung rein geometrisch mit Hilfe der 
Methode des Unmendlichkleinen systematisch darzustellen. Die Kurve wird dabei an sich betrachtet, 
ohne Zugrundelegnng eines Koordinatensystems und ohne Hilfe ihrer Projektionen auf Ebenen. 


Projective differential geometry of curves and ruled surfaces. 


Von E. J. Wilozynskl, A. M. Ph. D., Research Associate of the Carnegie Institution of Washington, 
Professor of Mathematics at the University of Illinois. [У111 u. 298 8.] рг. 8. 1906. In Leinwand 
geb, п.„# 10,— 


An der Hand von Мопде, Gauß und deren Nachfolger beschäftigte die Differentialgeometrie 
eich fast ausschließlich mit metrischen Eigenschaften. Den wichtigsten Beitrag zu einer systematischen 
projektiven Differentialgeometrie bilden die Arbeiten Halphens über die Differentialinvarianten von 
ebenen und Raumkurven, sowie diejenigen des Verfassers über geradlinige Flächen. In dem vor- 
liegenden Lehrbuch sind diese Untersuchungen in systematischer Weise gesammelt worden und 
werden dem Publikum, nach einer neuen, einheitlichen Methode behandelt, in ihrem gesamten Umfange 
dargeboten, so daß die projektive Differentialgeometrie hiermit zum ersten Male als selbständiges, in 
sich abgeschlossenes Wissensgebiet erscheint, Analytisch bildet die Invariantentheorie linearer Diffe- 
rentialgleichungen die Grundlage der projektiven Kurventheorie; daher folgt einer kurzen Skizze der 
Lieschen Theorie kontinuierlicher Gruppen eine eingehende Behandlung der Invarianten und Kovarianten 
linearer Differentialgleichungen. Die Verallgemeinerung dieser Invariantentheorie auf ein System von 
Differentialgleichungen führt zu der Theorie geradliniger Flächen. Die Haupteinteilung des Buches 
ergibt sich als natürliche Folge dieser Behandlungaweise. 


Von Dr. Hermann 


Die Grundformeln der allgemeinen Flächentheorie. stan, protessor 


der Mathematik an der Universität Tübingen und Dr. V.Kommereil, Rektor des Realgymnasiums 
zu Nürtingen. Mit 1 lithogr. Tafel. [VI u.114 8.] gr.8. 1895. geh. п. ZA 


Das vorliegende Buch hat die Absicht, die Übersicht über die Fülle von Formeln, Sätzen und 
Aufgaben der Flächentheorie zu erleichtern, indem es zunächst in drei Abschnitten die Formeln zur 
Untersuchung einer gegebenen Fläche, die Formeln zur Herleitung einer Fläche aus gegebenen Eigen- 
schaften und die Formeln zur Untersuchung der Flächenkurven entwickelt. Die Anwendungen be- 
handeln dann die wichtigsten Gruppen von allgemeinen Aufgaben. Durch zahlreiche Literaturangaben 
ist die Verbindung mit ausführlicheren Darstellungen, insbesondere den Originalabhandlungen 
hergestellt. 


Verlag von В. С. Teubner in Leipzig und Berlin. 


Einleitung in die allgemeine Theorie der krummen Flächen. 


Von Dr. Johannes Knoblauch, Professor an der Universität Berlin. [VIII u. 267 8.] erg 1888, 
geh. n. Æ 8.— 


Unter Festhaltung der von Gauß zuerst planmäßig angewandten Darstellung der krummen 
Flächen — deren kartesische Koordinaten ala Funktionen zweier unabhängigen Variablen betrachtet 
werden — ist es Hauptaufgabe der vorliegenden Schrift, den engen Zusammenhang zwischen der 
Flächentheorie und der Theorie der binären Differentialformeln darzulegen und ihn bei der Auf- 
stellung der allgemeinen Lehrsätze und Formeln jener Theorie zu verwerten. 


Von Dr.Ernesto Cesäro, weil.Professor 


Vorlesungen über natürliche Geometrie. an as: хое ое мео, 


Autorisierte deutsche Ausgabe von Dr. Gerhard Kowalewski, Professor an der Universität 
Bonn. Mit 48 Figuren im Text. [VIII u. 841 S.] gr.8. 1901. In Leinwand geb п. #12. — 


Die „natürliche Geometrie“ (ital.: „geometria intrinseca“) sucht sich unabhängig zu machen 
von Elementen, die nichts mit der Natur des zu untersuchenden Gebildes zu tun haben. Sie benutzt 
daher die sog. natürlichen Koordinaten (wie z. B. Bogenlänge und Krümmungsradius einer 
ebenen, Bogenlänge, Krümmungs- und Torsionsradius einer Raumkurve), Dabei können die 
kartesischen Koordinaten freilich nicht ganz entbehrt werden. Wo sie aber auftreten, wird das 
Achsensystem immer so gewählt, daß es in einer gewissen natürlichen Beziehung zu dem betrachteten 
Gebilde steht. Hierher gehören die beweglichen Achsensysteme, z, В, Tangente und Normale 
einer ebenen Kurve, Tangente, Hauptnormale und Binormale einer Raumkurve, wo der Anfangspunkt 
des Systems längs der Kurve fortrücken kann. 

Das außerordentlich klar und präzis geschriebene Buch von E, Cesäro, der sich durch eine 
ansehnliche Reihe von Arbeiten um die Ausbildung der natürlichen Geometrie besondere Verdienste 
erworben hat, ist wegen der Fülle von Anwendungen, die es bringt, besonders geeignet, dem Leser 
die Macht der Methode der natürlichen Geometrie und ihre Überlegenheit über die gewöhnlichen 
Methoden überall da zu zeigen, wo die Infinitesimalrechnung in Anwendung kommt, 


Von Dr. L, Bianchl, Professor an 


Vorlesungen über Differentialgeometrie. a. universitse Piss, Autorisierte 


deutsche Übersetzung von Max Lukat, Oberlehrer an der Oberrealschule zu Danzig. [XVI u, 
6598,1] gr.8. 1899, geh, р. .4 29,60, in Halbfranz geb, n. Æ 21.60. 


Das Buch gibt ein — auch dem Anfänger verständliches — knappen, übersichtliches Bild 
über den modernen Stand der Differentialgeometrie. In 22 Kapiteln behandelt өв den reichen Stoff 
im wesentlichen unter Zugrundelegung der in Kap, 2 entwickelten Theorie der Differentialinvarianten 
und Differentialparameter, d, h. suf dem von Gauß angebahnten Wege, der dadurch charakterisiert 
ist, daB das Studium der Flächen mit der Theorie einor resp, zweier quadratischer Formen (der 
beiden Grundformen) identisch ist, 

Die Kapitel 21 und 22, die in aller Ktirze die Hauptformeln der r-dimensionalen Differential- 
geometrie, mit besonderer Rücksicht auf Räume konstanter (Riemannscher) Krümmung, behandeln, 
sind der deutschen Ausgabe vom Verfasser hinzugefügt. 


Die Zusammensetzung von Kräften und verwandte Gegen- 


Geometrie der Dynamen. stünde der Geometrie. Von Dr. E. Study, Professor an der 


Universität Bonn, Mit 46 Fig. im Text u. 1 Tafel. [XIII u. 603 $.] gr.8. 1903. geh, n. A 21.— 
in Halbfranzband geb. п, # 23.— 


In diesem Buche wird die Frage nach der konstruktiven Darstellung und Zusammensetzung 
von Dynamen, d. i. von Systemen von Kräften, die an einem starren Körper angreifen, als Ausgangs- 
punkt genommen für Untersuchungen geometrischen (und also rein theoretischen) Inhalts. 

Im ersten Abschnitt wird gezeigt, daß die aus Lehrbüchern der Mechanik allgemein bekannten 
Sätze über Streckensysteme ein Glied bilden in einer Kette verwandter Konstruktionen, die bier zum 
erstenmal vollständig und mit ausgeführten Beweisen vorgelegt werden. 

Der zweite Abschnitt bringt in einer etwas kürzeren Abfassung eine algebraische Begründung 
derselben Theorie. 

Der dritte Abschnitt behandelt hauptsächlich die linearen Systeme von Dynamen. Im Zu- 
sammenhange damit werden die Anfünge einer neuen Art von Liniengeometrie entwickelt. Den 
Schluß bilden Anwendungen auf Kinematik. 

Die beiden ersten Abschnitte setzen beim Leser keine besonderen Kenntnisse voraus, während 
der dritte Abschnitt in verhältnismäßig knapper Behandlung sich nur an geübtere Geometer wendet, 
die mit den Hilfsmitteln der modernen Analysis und namentlich mit der Handhabung des Gruppen- 
begriffs genügend vertraut sind. 


GABINET MATEMATYCZNY 
Towarzystwa Naukowsgo Warszawskiego 


Verlag уоп В. б. TEUBNER in LEIPZIG. 


Encyklopädie der Mathematischen Wissenschaften 
mit Einschluß ihrer Anwendungen. 


Herausgegeben im Auftrage der 
Akademien der Wissenschaften zu Göttingen, Leipzig, München und Wien, 
sowie unter Mitwirkung zahlreicher Fachgenossen. 
In 7 Bänden zu је 6—8 Heften. gr. 8. Geheftet. 


Bisher erschienen: 
I. Arithmetik und Algebra, 3 Teile, red. von IV. Meohanik, 3 Toile, red. von Е. Klein u C. H. Müller. 


W. Frr. Meyer. L Teil. 4. Abt, Heft:1. [191 8.) 1901. 3.40; 
I. Teil. [кххуш D 554 s3 geh. M 11.—, Д Kom уе О 

п vanz geb. A 30.— — 3. Abt. Heft: 1. [1598.] 1904. 4.40. 
IL Tell. [X n. S. 565—1197] geh. A 19.—, IL Teil. 1. Abt, Heft: 1. [147 8.] 1901. 3.80; 


in Halbfranz geb. A 12.— 2. (1918.] 1908. M 8.80. 3. [192 S] 


906. A. 5.80. 
11. Analysis, 2 Teile, red. von Н, Burkhardt und en 2 e Ней: 1. [124 8.] 1907. 3.60. 
W. Wirtinger. ү. Physik, 9 Teile, red. von A, Sommerfeld. 
L Teil. Heft: 1. [160 8.] 1899. A 4.805 I. Teil. Heft: 1 [160 8] 1908. M 4.80; 
2/3. [240 S.] 1900. Ж 1.50; 4. [160 8.] 2. [159 8.] 1905. Æ 4.80; 3. [172 В.] 
1900. 4.4.80; 5. [199 8.] 1904. A 6,—; 1906. 45.80; 4. [65 8.] 1907. „4.8.60. 
6. [57 8.] 1906. Ж 1.60. IL Tail. ея 5; 2 5 eil. Bn 
‚ Ней: 1. h К DI . . = 
ДЕ Теп Чеп CrS 00 45. 20 YA. 1: Geodäsie und Qeophysik, red. vom Ph, Furt- 
1 wängler und Е. Wiechert. 
IH. Geometrie, 3 Teile, red. von W, Frz. Meyer. Heft: 1. (116 8.] 1906. A 3.40. 
І. Teil. Ней: 1. [220 S.J] 1907. A 6.40. 2. [197 8.] 1907. AM 3.60. 
IL Teil. Heft: 1. [160 В.] 1903. . 4.80; | VL 9: Astronomie, red. von К, Sohwarzschild. 
2. [96 8.] 1904. M 2.80; 8. (199 8.) Heft: 1. [193 8.] 1905. A 5.80. 
1906. „ 5.60. In Vorbereitung: 
пт. Teil. Heft: 1. {183 BI 1902. M 5.40; УП. Geschlohte, Philosophie u. Didaktik, nebst 
2/3. [256 8.] 1903. A 6.80. Generalregister. Red. von F. Klein u. С.Н. Müller. 


Verlag von B. G. TEUBNER in LEIPZIG — GAUTHIER-VILLARS in PARIS. 


Encyclopedie des sciences mathématiques 
pures et appliquées. 


Publiée sous les auspices des Académies des sciences 
de Göttingue, de Leipzig, de Munich et de Vienne 
avec la collaboration de nombreux savants. 


Edition française, 
rédigée et publiée d'après l'édition allemande sous la direction de 
Jules Molk, professeur à l'université de Nancy. 


En sept tomes, gr. 8. 


Paru: Tome I: vol. |, fasc. І. [160 pag.] 1904. A 4.— TomeI: vol. I, fasc. I. 
[167 рад] 1907. M 4.20. Tome I: vol. Ill, fasc. |. [96 pag.] 1906. 
M 2.40. Tome I: vol. IV, fase. |. [160 рар] 1906. M4.— 


Durch die günstige Aufnahme veranlaßt, welche die deutsche Ausgabe dieses 
monumentalen Werkes in Fachkreisen gefunden hat, und auf vielfache Anregungen 
hat sich die Verlagsbuchhandlung entschlossen, die Encyklopädie der Mathematischen 
Wissenschaften in Gemeinschaft mit der Firma Gauthier-Villars in Paris such in 
französischer Sprache erscheinen zu lassen. Das Werk wird, wie schon die erste 
Lieferung zeigt, seitens der deutschen Bearbeiter viele Änderungen und Zusätze 
erfahren, und auch die französischen Mitarbeiter, sämtlich Autoritäten auf ihren 
Gebieten, haben eine gründliche Umarbeitung vorgenommen. Zum ersten Male dürfte 
somit wohl hier der Fall eingetreten sein, daß sich bei einem во großen Werke die ersten 
deutschen und französischen Fachgelehrten zu gemeinsamer Arbeit verbunden haben. 
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VERLAG VON B. 6. TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN. 


Repertorium der höheren Mathematik (Definitionen, Formeln, Theoreme, 


Literaturnachweise) von Ernst Pascal, ord. Professor an der Universität zu Pavia. 
Autorisierte deutsche Ausgabe von weil. A. Schepp in Wiesbaden. In 2 Teilen 
I. Teil: Die Analysis. 2., neubearb. Auflage. Unter Mitwirkung von E. Pascal, sowie 
Ph. Furtwängler, A. Guldberg, Н. Hahn, F. Jung, A. Loewy, Н. E. Timerding, herausg. von 
P. Epstein. [ca. 700 5.] 1908. Biegsam іп Lnwd. geb. п. M 12.— [Erscheint Ostern 1908. | 
П. Teil: Dis Geometrie. [IX u. 742 S.] 8. 1902. Biegsam in Lnwd. рер. n. M. 12.— 

Der Zweck des Buches ist, auf einem möglichst kleinen Raum die wichtigsten Theorien der 
neueren Mathematik zu vereinigen, von jeder Theorie nur so viel zu bringen, daß der Leser imstande ist, 
sich in ihr zu orientieren, und auf die Bücher zu verweisen, in welchen er Ausführlicheres finden kann. 

Für dən Studierenden der Mathematik soll es ein „Vademekum“ sein, in dem er, kurs zusammen- 
gefaßt, alle mathematischen Begriffe und Resultate findet, die er während seiner Studien sich angeeignet 
hat oder noch aneignen will. 

Die Anordnung der verschiedenem Teile ist bei jeder Theorie fast immer dieselbe: zuerst werden 
die Definitionen und Grundbegriffe der Theorie gegeben, alsdann die Theoreme und Formeln (obne 
Beweis) aufgestellt, welche die Verbindung zwischen den durch die vorhergehenden Definitionen einge- 
führten Dingen oder Größen bilden, umd schließlich ein kurzer Hinweis auf die Literatur über die 
betreffende Theorie gebracht. 


в L D 
Vocabulaire Mathematique. frangais-allemand et allemand-frangais. Mathe- 
matisches Vokabularium, französisch-deutsch und deutsch-französisch. Enthaltend die 
Kunstausdrücke aus der reinen und angewandten Mathematik. Von Professor Dr. 
Felix Müller. [XV u. 316 8.] Lex.-8. 1900/1901. In Leinw. geb. n. A 20.— Wurde in 
2 Lieferungen en I. Lieferung. [IX u. 132 8.] 1900. geh. р. A 8.— 


П. Lieferung. [S. IX—XV u. 133—316.] 1901. geh. n. Ж 11.— 

Das Vokabularium enthält in alphabetischer Folge mehr als 12000 Kunstausdrücke aus der reinen 
und angewandten Mathematik in französischer und deutscher Sprache und soll in erster Linie eine 
Ergänzung der gebräuchlichen Wörterbücher für die beiden genannten Sprachen sein. In dem IL, deutsch- 
französischen, 'l'eil sind, ebenso wie im ersten, die zu einem und demselben Hauptworte gehörigen su- 
semmengesstsien Kunstausdrücke unter diesem Hauptworte vereinigt: So sind unter dem Artikel „Kurve 
449 Kunstauadriicke zusammengestellt, in denen dieses Wort vorkommt. Jodem Adjektivum sind die- 
jenigen Hauptwörter in Klammern beigefügt, die mit ibm zu einem Kunstausdruck verbunden werden. 
Da das Vokabularium zugleich als Vorarbeit zu einem Mathematischen Wörterbuche dienen soll, so sind 
auch zahlreiche Nominalbenennungen aufgenommen, deren Anführung aus rein sprachlichem Interesse 
überfiüssig erscheinen dürfte Z. B. Gaußsche Abbildung (einer Fläche auf eine Kugel) (Gauß 1827) 
(inf. Geom.] représentation de Gauss; Clairants Satz (über die geodätischen Linien auf Umdrehunge- 
flächen) (Cleirant 1733) [inf. Geom.] théorème de Clairant. Aus den beigefügten Zusätzen ist zu ersehen, 
daf das Vokabularium mehr bietet, ale der Titel erwarten läßt. 

Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. Von Moritz Cantor 
In 4 Bänden I.Band. Von den ältesten Zeiten bis zam Jahre 1200 n. Chr. 3. Auflage. 
Mit 114 Figuren im Text und 1 lithogr. Tafel. [VI u. 941 8.] gr. 8. 1907, geh, 
n. Ж 24.—, in Halbfranz geb. n. A 26.— П. Band. Vom Jahre 1200 bis zum 
Jahre 1668. 2., verbesserte und vermehrte Auflage. Mit 190 Figuren im Text. 
XII u. 943 5.] рг. 8. 1900. geh. п. „Ж 26.—, in Halbfranz geb. n. A 28.— Ш. Band. 

om Jahre 1668 bis zum Jahre 1758. 2., verbesserte und vermehrte Auflage. 
In 3 Abteilungen. Mit 146 Figuren im Text. [X u. 923 S.] gr. 8. 1901. geh. n. 
Ж 25.—, in Halbfranz geb. n. A 27.— IV. Band. Von 1759 bis 1799. Bearbeitet 
von M. Cantor, S. Günther, V. Bobynin, А. v. Braunmühl, F. Сајогі, E. Netto, G. Loria, 
V. Kommerell, G. Vivanti, und C. R. Wallner. 1.—8. Lieferung. [S. 1——642.] gr. 8. 
1907. geh. je n. M 5.60. Lieferung 4 unter der Presse. 

„Einen hervorragenden Platz unter den neueren Veröffentlichungen über die Geschichte der 
Mathematik nimmt die zusammenfasgende Darstellung ein, die uns Moritz Cantor geschenkt hat. 

Mit rastlosem Fleiß, mit nie ermüdender Geduld, mit der unverdrossenen Liebe des Sammlers, 
der auch das scheinbar Geringe nicht vernachlässigt, hat Moritz Cantor dies kolossale Material gesammelt, 
kritisch gesichtet, durch eigene Forschungen. ergänzt, nach einheitlichen Grundsätzen und einheitlichem 
Plan zu einem Ganzen verschmolsen, und indem er in seltener Unparteilichkeit bei atrittigen Fragen, 
deren die Geschichte der Mathematik so viele hat, auch die abweichenden Ansichten zu Wort kommen 
ließ, hat er ein Werk geschaffen, бав die reichiste Quelle der Belehrung, der Anregung für einen jeden ist, 
der eich über einen geschichtlichen Fragepunkt Rat holen, der an der Geschichte der Mathematik mit- 
arbeiten will...“ (Aus den Göttingischen gelehrten Anzeigen. 1900. Nr. 3.) 


A 
Mathematische Unterhaltungen und Spiele. Von Dr. W. Ahrens in 
Magdeburg. [X u. 428 S.] gr. 8. 1901. In Leinwand geb. р. A 10.— 


Scherz und Ernst in der Mathematik. Gefügelte und ungefügelte Worte. 
Von Dr. W. Ahrens in Magdeburg. [X u. 522 S.] gr. 8. 1904. In Leinw. geb. n. 4 8.— 


Der Verfasser der „Mathematischen Unterhaltungen* hat uns mit einem neuen, überaus 
fesselnden und originellen Werke überrascht, welches men als einen mathematischen „Bilchmann“ 
bezeichnen könnte, wenn es nicht neben s;phoristischen Bemerkungen auch längere Briefe und Aus- 
einandersetzungen brächte. Begient man zu lesen, so möchte man das Buch nicht aus der Hand legen, 
bis man zum Ende gelangt ist, und dann werden viele wieder von vorn beginnen. Jedem wird es Neues 
bringen, möge er посћ во belesen sein ... gerade das vorliegende Buch gibt einen tiefen Einbliok 
in das Ringen der Geigter, und manchem wird durch manche kurze, treffende Bemerkung ein 
Licht über ganze: Gebiete der Wissenschaft aufgehen .., Ein alphabetisches Sach- uno 
Namenregister erleichtert die Orientierung. (Prof. Dr. Holzmüller.) 


VERLAG VON В. 6. TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN. 


Encyklopädie 
der Elementar-Mathematik. 


Ein Handbuch für Lehrer und Studierende von 
Dr. Heinrich Weber una Dr. Joseph Wellstein, 


Professoren an der Universität Straßburg i.,Els. 
In drei Bänden. 


1. Elementare Algebra und Analysis. Bearbeitet von Н. Weber. 2. Auflage. Mit 
38 Textfiguren. [ХҮШ u. 539 5.] gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n. A 9.60. 


li. Elemente der Geometrie. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellstein und W. Jacobs- 
thal. Mit 280 Textfiguren. [XU u. 604 S.] gr. 8. 1905. In Leinwand geb. n. 412. — 
[2. Auflage unter der Presse.] 


IL Angewandte Elementar - Mathematik. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellstein 
und R. H. Weber (Heidelberg). Mit 358 Textfiguren. [ХШ u. 666 S.] рт. 8. 1907. 
In Leinwand рер. n. A 14.— 


Das Werk verfolgt das Ziel, den künftigen Lehrer auf einen wissen- 
schaftlichen Standpunkt zu stellen, von dem aus er imstande ist, das, was er 
später zu lehren hat, tiefer zu erkennen und zu erfassen und damit den Wert 
dieser Lehren für die allgemeine Geistesbildung zu erhöhen. — Das Ziel dieser 
Arbeit ist nicht in der Vergrößerung des Umfanges der Elementer-Mathematik 
zu ergehen oder in der Einkleidung höherer Probleme in ein elementares 
Gewand, sondern in einer strengen Begründung und leicht faßlichen Darlegung 
der Elemente. Das Werk ist nicht sowohl für den Schüler selbst als für den 
Lehrer und Studierenden bestimmt, die neben jenen fundamentalen Betrach- 
tungen auch eine für den praktischen Gebrauch nützliche, wohlgeordnete Zu- 
sammenstellung der wichtigsten Algorithmen und Probleme darin finden werden. 


п... Zwei Momente müssen hervorgehoben werden, die dem Buche das Gepräge verleihen. 
Das eine liegt darin, daB die grundlegenden Fragen der Geometrie eine eingehende Behandlung 
erfahren, in einem Umfange, wie er in zusammenfassenden Werken sonst nicht anzutreffen it... 
Das zweite Moment ist in dem Umstande zu erblicken, da8 die Verfasser es nicht darauf angelegt 
haben, eine pragmatische Vorführung des üblichen Vorrats an geometrischen Sätzen, Konstruk- 
tionen und Rechnungen zu geben, sondern daß es ihnen mehr darum zu tun war, an aus- 
gewähltem Material die wissenschaftlichen Methoden der Geometrie zur Geltung zu bringen und 
überall auf die Grundfragen einzugehen. Ist so die theoretische Seite, namentlich in einigen 
Abschnitten, stark zum Ausdruck gekommen, so ist doch auch auf die "praktischen Bedürfnisse 
Rücksicht genommen, die freilich erst mit dem dritten Bande ihre endgültige Befriedigung finden 
sollen; doch ist dafür an verschiedenen Stellen, so in der Trigonometrie und in der analytischen 
Geometrie schon vorgearbeitet worden.... So darf der Inhalt des zweiten Bandes der „En- 
cyklopädie der Elementar-Matbematik" als ein sehr reiohhaltiger bezeichnet werden, der über die 
Grenzen dessen, was an der Schule geboten werden kann, erheblich hinausführt, der aber auch -- 
und das ist noch wichtiger und offenkundig der Hauptzweck des Werkes — eine Vertiefung dec 
geometrischen Wissens vermittelt. Jüngere Lehrer der Mathematik werden das Buch gewiß oft 
und mit Nutzen zu Rate ziehen, namentlich wenn sie im Unterrichte zu prinzipiell wichtigen 
Fragen kommen, um sich über die leitenden Gedanken zu orientieren. 

Eines verdient noch besonders hervorgehoben zu werden: das ist die reiche Ausstattung 
mit schönen, sehr instruktiv gezeichneten Figuren. Der schwierigen Vorstellung der verschiedenen 
Formen sphärischer Dreiscke kommen die stereographischen Bilder der Euler’schen, Möbius’schen 
und Study’schen Dreiecke sehr zu statten.“ (Zeitschrift für das Realschulwesen. 31. Jahrgang. Nr. 5.) 


. Da8 ein Hochschullehrer von der Bedeutung des Verfassers die Elementar- Mathe- 
matik von a höherer Warte aus behandelt und mustergültig darstellt, ist selbstverständlich. Jeder 
Lehrer, jeder Studierende muß das Werk, welches nicht nur in methodischer, sondern auch in 
systematischer Hinsicht von Bedeutung und daher eine wichtige Erscheinung der 
elementaren mathematischen Literatur ist, besitzen und studieren.“ 

(Zeitschrift für lateinlose höhere Schulen. 15. Jahrgang. Nr. В.) 


„--- Die Encyklopädie will kein Schulbuch im gewöhnlichen Sinne des Wortes sein, ist 
aber zur Vorbereitung auf den Unterricht, namentlich in den oberen Klassen, den Lehrern der 
Mathematik dringend zu empfehlen, welche die bezüglichen Originalarbeiten nicht alle selbst 
studiert haben, eich aber doch orientieren wollen, wie vom Standpunkte der modernen Wissen- 
schaft die Begriffebildungen, Methoden und Entwicklungen der Elementar- Mathematik zu ge- 
stalten sind.“ (С. Färber im Archiv der Mathematik und Phyaik. 9. Jahrgang. Nr.4.) 


